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Queste pagine presentano alcuni approfondimentisiidzo di un tratto della parabola, una curva
geometrica espressa matematicamente da un semplicemio di secondo grafjauale funzione
di sopravvivenza All'inizio dell'800 la quadratica era stata usakgla forma 1bx-aX da

Babbagé.

Emergeranno simmetrie, casi estremi e generaliamazon ovvie a prime vista; inoltre, la
possibilita di generare altre funzioni di sopraeriza manipolandone i parametri.

La presenza di molte note e diretta principalmargemplificare la lettura, illustrando i passaggi
dei calcoli; la numerazione di formule e paragpaid essere discontinua, in quanto riflette la
stesura originale, ancora in fase di completamdatpresente € prowvvisoria, per la necessita di
ulteriori verifiche ed ampliamenti.

81 — Una parabola di vita

Adattiamo un’equazione di secondo grada afunzione di sopravvivenza: la variabile diperiden
corrisponde pertanto ai sopravviventindica invece I'eta in anni dallo zero ad omegaijté
massimo di longevita. _
La funzione sara quindiix)=1(0)(ax*+bx+c) [§1.0-1]" e dovra naturalmente rispettare le consuete
condizioni:
|. essere definita pet< [0, w);
[I. avere un valore predefinito positivo per 0; adl(0) si assegna di solito come valore una
potenza di 10;
lll. essere nulla pet=w (che puo tendere all'infinito);
IV. non essere mai crescehte
V. non essere mai negativa (garantito dalla 11, di#a 1V);
VI. non essere mai maggiore del valore inizié¢ (garantito dalla Il e dalla IV);
VII. possiamo inoltre ritenere preferibile ch§) sia finito anche nei casi in cwi—o; non si
tratta pero di una condizione necessaria.
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Figura 1 - Curva dei soprawiventi I(x), a>0f
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Figura 2 - Curva dei soprawviventi I(x) , a<0

Sulla condizioné c’e poco da dire, perché dipende solo da noi. AaH da pochi problemic
dovra per forza essere unitarid(® positivo e preferibilmente potenza di. Blamo dunque
arrivati a I(x) = 1(0)(axt+bx+1) [§1.0-2]

Passiamo alla lllper averd(w)=0 dobbiamo porreaw *+bw+1 = 0[§1.0-3] Ne deriva

2 2
an”+1 [§1.0-4] da Cui1|(x): |(0)[ax2 _ l+aw

b=- x+1] [81.0-5], che si puo riscrivere come:

I(x) = |(o)(1—1j(1— axo )[81.0-5a]

0

Una volta chd(0) edl(w) sono conformi alle ipotesi, la correttezza del giladviene garantita
dallalV. Assicuriamoci dunque che la derivata sia negatiaalla nel campo d’esistenza (d’'ora in

1+aw?

poi CdE) dix". Avremo: d(x) = I(O)[ —2ax] >0 [§1.0-6] che implica immediatamente:

1+aw?
)

> 2ax [§1.0-7} da cui:aw (@ — 2x)> —1 [§1.0-7a]

Questo significa che:
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Eta condizione risultato
per 0< x <2 a> _ -t [81.0-7ba] |la condizione piu restrittiva € prr= 0: a > —iz
2 oo - 2x) @
ualsiasi, ovvero: nessun vincolo
per x="= d(x) = |(o)(1j [§1.0-7bb] |
2 )
1

per2 >X> o |a<————
2 o(2x-0)

Tab. 1.0.1 — Verifica dell'ipotesi IV per i diversivalori di x

[81.0-7bc] |la condizione piu restrittiva € prr= o: asiz
[

Congiungendo 1§81.0-7ba]con Ia[§1.0-7bc]otteniamo:—i2 <ac< iz [8§1.0-8]
[ [

2
Considerando la derivata seconda della curva geaswuiventi, avremo:ddI# = 2a-|(0) [§1.0-9]
X

Cio significa che la concavita della curva dipenda grande immediatezza dal parametree
guesto e positivo, avremo una curva concava v&ako & lal(x) occupera il ramo sinistro della
parabola, che avra il vertice in basso; se & nagatira convessa (sempre verso l'alto) I&jasara
nel ramo destro (la parabola avra quindi il vertitalto); se nullo avremo il caso lineare. E
intuitivo, ma ci torneremo analiticamente, cheaiba piu sfavorevole alla sopravvivenza e quello di
una curva concava verso l'alto (quindi apositivo), nel quale i decessi tendono ad esseére p
precoci rispetto al caso lineare o, a maggior ragiguello convesso verso l'alto.

Si noti inoltre che i valori estremi digenerano una funziomg) che parte dal (o arriva al) vertice
della parabola, che deve infatti verificare la damhe b = —2ax [81.0-10]di massimizzazione
della[§1.0-1], che nel nostro caSbcorrisponde al+ aw? = 2xaw [§1.0-10a]

Dalla [81.0-10a]deriviamo la condizione perché il valorexdiorrispondente al vertice sia

1+ am?
2am

compreso nel campo di esistenga< X = <o [81.0-10b] Sviluppando la disequazione

. 1 . 1 . . 1
otteniamo:a < —— peranegativo,a > —; pera positivo. Ma solo due soluziong = ——
[ [ [

1 - N
[§1.0-10c]e a=—; [81.0-10d] sono compatibili con Ig§1.0-8] Questo significa che par
a) .
minimo avremo il vertice all’eta zero, pamassimo all’eta omega; nei casi intermedadlil
vertice non fa parte della funzione dei sopravviveé come inizio né come fine (tantomeno come
punto interno).

81.1 Il rosso e il nero

Chiamerema e ¥ le funzioni corrispondenti ai casi estremidi

Caso a I (X) note
4 1 )2 X .
el |(o)-(1——j = lom(x) -[1——j [§1.1-1af
0] 0
DM 0 X funzione lineare di De Moivre.
I(O)- 1_5 [81.1-1b] Vale la media aritmetica dei casi
estremi: Y2 [,(X) + lv(X)]= lom(X)
[81.1-1ba]
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) I(O)'Ll—x_z]: lom(X) ‘[:Hlj [81.1-1¢]
w w @

Tab. 1.1.1 — Valori estremi dia e curva di sopravvivenza

Concentriamoci adesso ancora sui decessi. [#ll@-6] abbiamo:
d(x)= @(aa)z — 2axw +1): dpy, (%) (aa)2 — 2axw +1) [§1.0-6 bis] | decessi sono quindi

[
costituiti da quelli previsti nel caso lineare @al dire, dal numero dei nati diviso il numero rahia
massimi vivibili) moltiplicati per un fattore cotevo dipendente d& a, w; sappiamo gia che nel
CdE pera indicato dalld81.0-8]tale fattore correttivo non potra essere negativoiteressa pero
indagare se sia inferiore 0 meno all’'unita, peutak I'effetto dia suid(x) rispetto al caso lineare.
L'unita si supera (e quindi i decessi sono maggibd nella de Moivre) secondo una condizione
assai simile all$81.0-7a] ovvero aa)(a) — 2x) > 0[81.1-2] E facile osservare che i decessi sono
maggiori che nel caso lineare @epositivo nella prima meta dell’'arco di vita poskbe pera
negativo nella seconda meta: questo indicaaoh@vverso alla sopravvivenza, poiché porta a una
morte mediamente pili precdteorneremo pit diffusamente su questo nel §2.
Dai decessi ricaviamo poi il tasso di morte istaatarche varra:

_d(x) aw®-2axw+1 1 . ao
u()_l(x)_(l—ax.a))(a)—x)_a)—x 1-axw

[§1.1-3]

Nei casi notevoli abbiamo:

a
) 1 2@ L X 2 51.1-4ab] |Me(0 = 2bou (x). Anche la forza
o’ o o o — X della mortalita & lineare rispetto
[§1.1-4a4] all'eta; _si pL{(‘J constatare una
proporzionalita con il caso lineare
DM funzi i De Moi
0 |10 (51.1-4ba] 1 [51.1-4bb] unzione di De Moivre
[ w—X
v 1 1(0) x 2 X X
5 10 [81.1-4ca] ' uv(X) = ua(x)‘[—j
@ O O ®O—X o+X o + X
[§1.1-4cb]

Tab. 1.1.2 — Tasso di mortalita istantaneo per vatonotevoli di a

Possiamo leggere questi risultati rispetto alla korza relativa rispetto al caso De Moivre — un
approfondimento che rimandiamo al §2.

81.2 Finché c’e vita c’é speranza

10)f {a&z —— é+1}dé

Passiamo ora a determinare la speranza die(tg.= . ) [81.2-1] che
X
valg" e(x) = @ 5 X£2+i Za) ][§1.2-2]; la speranza di vita alla nasc%(é:— aa)z) [81.2-3]".
—axo

Possiamo anche vedere come si modifichi la sperdinata al crescere dell’eta:
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de(x a’w* —2aw?® - daxw + 2a°x°w® + 3 . . ;

ex) -_a¢ @ 5 @ [81.2-4]". Questa derivata &€ sempre negdtiva
dx 6(1- axw) )

perché positiva per ogaireale & la quantita al numeratftementre il denominatore non puo

essere negativo — va naturalmente ricordato cfiadine & preceduta dal segno nig¢ho

| casi notevoli sono:

Caso a 1(X) e(X) =(0)) note
& 1 x ) o — X o la speranza di vita ha andamento
— I(O)(l——j [81.2-53] '3 |lineare rispetto all'eta:
@ 2
e(X) = geDM (X)
Come nella [81.0-18a] vi €
proporzionalita con il caso lineare
DM 0 - funzione lineare di De Moivre
10)1-=] | 2-% [81.2-5b] 2
o 2 2
v 1 X 2 o — X[ 20 + X 20 @
T2 - - X)=a(x)-|1+
— |(o)£1 a)] 3 [ij s &M er(.)[ ij
[81.2-5ca] [§1.2-5cb]™
4
&(0) =2 8(0) =2 €o) (0)
[8§1.2-5cc]

Tab. 1.2.1 — Speranza di vita per valori notevoli ida
Possiamo pero anche andare oltre, e considerane #atd massima omega, e il parametro
legato alla convessita della curva — come variabili

Ci aspettiamo che(x, a,w) cresca al salire di omega. E infatti abbiamo:
oe(x,a,0) (1— am 2)(3— 2axm — axz)

5 [81.2-6] La quantita racchiusa nella prima parentesi al
ow 6(1- axw)

. .. 1 .
numeratore e sempre positiva, tranne cheapela);2 (casoe, almeno apparentemente), per il quale

si annulla. Dato che tutti gli altri fattori sonerspre positivi, la nostra ipotesi € confermataalita

2
gg(lx, a,m) _ a)(a) — x) (§1.2-7]
oa 6(1- axw )*
C’e pero un’importante specificazione da fard8lha.2-6] ci dice cosa succede alla speranza di vita
sew varia mentre rimane costante in valore assoluto, cambianda@énealore relativo nel
campo di esistenZ& Questo spiega il fatto che derivand¢84.2-5a]rispetto adv si ottenga un

partea si conferma sfavorevole alla sopravviven

risultato diverso dal valore dell§1.2-6] pera= iz
a

' Consideriamo il caso pitl semplice, quello in @gde di simmetria della parabola & parallelosa#alelle ordinate (si
veda la vocéarabolain WIKIPEDIA).

" Quella funzione cioe che in demografia indicauimero di membri ancora in vit&) di una generazione priva di
movimenti migratori: con un approccio denominatntitudinale”, la generazione viene seguita dadlscita
contemporanea d0) individui fino all'estinzione totale.
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I Si veda Forfar. In Adler, p.14, troviamo la form@sattal (X) =61998- 9,29% - 15767¥ [§0-1]. Una

forma della generalizzazione proposta al 83 svdrin Littrow, cfr. anche Forfar e soprattutto &diche sempre a
p.14 da la formula esattix) = 598,1673 — 8,4174%5 0,23089%-0,0524%+0,00003%*[§0-2]. Una trattazione della
legge di Babbage in Levi, cfr. nota xi.

v Opto per comodita per il preliminare raccoglimeditt{0): la quantita tra parentesi esprime la proball{tix) di
essere ancora in vitaxaanni dalla nascita.

Y Porre la condizione cHi) sia funzione monotona non crescente equivale lpos la non-negativita della funzione
dei decessi; € infattd(x)= -I'(x) > O (in altre parole, la demografia non prevedeseisati).

* Disegno qualitativo, come nella Figura 2.

Y Il fatto che la funzion€él(x) non debba mai essere negativa implica che iloeedella parabola non deve trovarsi nel
CdE, se non al pit — come vedremo — coinciderdlcro confine.

"' Cfr. la[§1.0-4]

* Eccettuato quello lineare, corrispondentaadllo, per il quale non si pud parlare di vertice.

X Saremmo arrivati alla stessa conclusione partdadm’analisi grafica delle parabole.

Pera>0 abbiamo una parabola con vertice verso il battsabiamo quindi utilizzare per la funziolfe) il ramo sinistro
della parabola, che e quello discendextara quindi sempre alla sinistra (vale a dire,omahdel punto di vertice. Il
maggiore dei possibili valori di omega (che rappnéa il valore massimo di ogni distribuzioneddsi trova nel vertice;

sara quindio < —2— = b < —2aw ; sostituendd secondo 1§§1.0-4] arriviamo alla condizione destra de..0-
a
8]. Pera<0 il discorso & inverso: dobbiamo ora avereglopo il vertice, o al pit (al meno, anzi) coincitiecon esso;
: : o b
la nostra attenzione si concentra quindi sull'@gzavremd) > —2— , il che completa 1§81.0-8]
a

X Troviamo questa funzione in Levi, p.539, qualeoqaarticolare sia della Babbage, sia della forndilachard

k
X
[, = Io[l——j [81.1-1a.1](p.540). Indico I'esponente cénper seguire I'originale del Levi; nulla a che gesl
@

pertanto con il paramettoche verra usato nel §2.
! Gia dall'approccio grafico della nota x risultddente il ruolo dia nel favorire la mortalita precoce.

2(@3 —x3)—1+2a)aa)2(a)2 —x%)+ (o - X)
{axza) {1+ aa)z)x+a)}
(7

X Otteniamog(X) = [§1.2.2a] Si pud moltiplicare sopra e sotto per

. 0 —X o —X| 3o —x)-an® -axo?® +2axw
@ e poi raccogllereT .Dae(Xx) =

[81.2-2b]otteniamo

6 ax’o —(1+ aa)z)x+a) }

aa)(a)2 - XZ)— 2( - x)
axo (@ — x)— (@ - x)

semplificando ulteriormente la frazione gerx) si arriva allg81.2-2] Si noti che pex=w il rapporto vale solo al

(scindendo2ax’e in due addendi)e(x) = @ g X|:1+ } [81.2-2c] da cui —

limite, del tipog .
0

| a[§1.2-3] pud essere riscritta mettendo in evidenza laiaazcon la speranza di vita del modello lineare:
3

2 3 2
. :2@_ L }zﬁ_aw_ - e @ﬂ} - ey, -2 1230

3 2 6 3

de) [1€)de
* Si ricordi ched— = ,u(x)e(x)—l[§1.2-4a} Infatti, differenziando il generice(x) = XIT [81.2-4b]
X X

rispetto adk, e ricordando la regola per la derivazione dexggégrali espliciti
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h(r) h(r)
% g(jr )f (r,z)dz= g(fr | a (arr Y iz dz(rr) [, h(f)]—dg—(rr)- f[r, g(r)] 181.2-ac]otteniamo:

w0101 ek
dx 1%(x)

dex) - x[ 1- aa)z} aw’ —2ax0+1 , 20— ax0) +1- a0 Jaw? - 2ax0 +1)- 6(1- axw
dx 6 l1-axw ) A-axo)o-x) ~ 6(1- axo)’

[81.2-4 bis] che equivale allg81.2-4]

X"fA Nelle popolazioni reali la speranza di vita pudeice avere dei tratti ascendenti, di norma nellaipsime eta.
*' Si tratta di un’equazione di secondo grada.in

[81.2-4d], da cui la[81.2-4a] Nel nostro caso sara:

1-aw?

2
] [81.2-4€] si noti che il
1-axw

“I Possiamo altrimenti osservare che possiamo retaicome— —-| 2+

denominatore dellgg1.2-4] & sempre positivo salvo annullarsi pet» nel casa.
** E questo il caso che pilu perde speranza di vitd'avanzare dk; la derivata infatti nel case varrebbe:

de(x) 1 20°

—— = l+t—
dx 3 (0+X)

maggior perdita di vita del casoall’avanzare dell’eta non deve sorprenderci: gaésto il valore da piu favorevole

alla sopravivenza fa si che i decessi tendanotadsificarsi nelle eta piu anziane, facendo scengigr che
proporzionalmente la speranza di vita con l'invéastento. Questo si evince facilmente anche dalaiapp, (x) /

} [81.2-5cbh.1] Su queste derivate torneremo; limitiamoci peraatasservare che questa

e.(x), che vale (cfr. 14§1.2-5¢h): -[1+ @ j[§1.2-5cb.2]
o + X

* Si veda il legame tra questo e omega, evidenrigta[§1.0-11]



