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82 — Relativita (ristretta)

L’aver individuato i casie e¥ puo renderci molto piu interessati ad uno stud®aid proporzione

ai suoi limiti estremi anziché in valore assollRoniamo alloraa = —; [§2.0-1], con|k| <1 [§2.0-
[

2].

1+k
Avremo aIIora I )(— x? —Lx 1} [§2.0-3] Viene cosi porto su un vassoio d'argento il

cambio di variabiley = — [§2.0-4], cony che rappresenta la proporzione di vita gia visssgfeetto
[

al massimo raggiungibile; sara pertafta y >1 [82.0-5] Abbiamo a questo punto optato per la
formulazione in termini relativi anziché assolatie pud essere piu interessante nello studio della
legge di mortalita. A tale formulazione ci si atéenel prosieguo dell’esposizione.

La legge di sopravvivenza riscritta in termini telasara: 1(y) = I(O){ky2 ~(1+ k)y+1} [§2.0-6]
possiamo anche raccogliere I'eta (relativa) residi(yg = 1(0)(1 - y)1- ky) [§2.0-6a]

Scritta in quest’ultima forma, la nostra funziorexida chiaramente dalla moltiplicazione di tre
fattori: il primo, (0), da solo I'ordine di grandezza e non influiscersstd; il secondo, (1),
esprime una correlazione positiva (di per sé, prpoalita) con la proporzione (massima) di vita
restant&"; il terzo, che possiamo considerare come unaipéidorrezione del secontd, e (1ky)

e non opera pdenullo.

82.1 Gli estremi si toccano

Nel 81 abbiamo definito i casie ¥; la semplificazione adottata in questo paragratmosente con
maggiore facilita di metterne in evidenza alcunettaristiche.
Se calcoliamo il valore della media aritmetica slgpravviventi ad eta equidistanti rispetto a quella

centrale % otteniamw I(O)B — ky(1- y)} [§2.1-1} un risultato che disegna una

curva simmetrica rispetto 3= %2 nell'eta centrale, toccando il minimo fguositivo e il massimo
perk negativo .

Ma assai piu interessante & un calcolo simile, ffiedteato a casi estremi incrociati:

l (y)+ly (1-y)=1(0) [82.1-1.1F" (e, owiamente, viceversa). Ne discende una cagosseguenza,
che le due funzioni di mortalita rettangolarizzgooncediamoci un neologismo): in termini piu
accademici, combaciano se giustapposte in unalaaitBEdgewortfi” di altezzd(0) e lunghezza
corrispondente all’eta massima raggiungibile (1nustro caso, un generieonell’81).
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I(0) 0

0
Figura 1 - Due popolazioni sovrappost&”

E come se due popolazioni stazionarie, caratte¢gzta uguale ammontare di nascite ma diversa
(anzi, complementare) legge di mortalita, concaess per spartirsi un ammontare di anni di vita
pari I(0)*w, il massimo teoricamente vivibile, datg da una sola delle due popolazioni. Torneremo
pil ampiamente su questo nel 8§2.7.

Dalla[§2.0-6] otteniamo:d(y) = I (0)(1+ k — 2ky) [§2.1-2], che nei casi particolari vale:

Caso k d(y) note

& 1 |2I(0)(1-y)[82.1-2a]|i decessi «lineari » sono moltiplicati per il doppiella
frazione residua di et massima vivibile

DM |0 |I(0)[82.1-2b] il valore € costante a qualsiasi eta

v -1 |121(0)y[82.1-2¢] I decessi «lineari» sono moltiplicati per il doppuiella
frazione gia vissuta di eta massima vivibile

Dal momento che il valore delle funzioni continuidlulsso € dato dalla tendenza infinitesima
proiettata sull’'unita di misura, il riferimento dfy) non e piu I'anno, come nel 81, bensi l'intero
arco di vita massima vivibif®". Nel caso lineare, ad esempio, 'ammontare di fone
eliminato in ogni istante & perfettamente adegadtastinguere il gruppo all'eta omega senza
cambiamenti di passo (tale ammontare € infatti a@neg a tutte le eta). Nel casoi decessi
iniziano con grande intensita (il doppio che nedachneare), e poi rallentano. Viceversa nel ceso
nel quale i decessi continuano a crescere man wtanoi si avvicina all'eta-limite. Se effettuiamo
sui decessi 'operazione applicata ai sopravviveni [a[82.1-1] otteniamo per qualsiakiil

risultato:w = I(O) =dom(y) [82.1-4] coerente peraltro con l'intuizione grafica data

dallaFigura 1 - Due popolazioni sovrapposte

Si devono notare altre due cose:
1. alleta % registriamo lo stesso ammontare di degessognik™", corrispondente quindi
anche al caso lineare (all’eta relativa ¥2 comeaite:doy(y) € costante per eta);
2. il caso lineare rappresenta anche la media aritmelei decessi dei due casi estréini
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Rispetto all'eta abbiamo:

dd(y)]

= —2k-1(0)[82.1-6], mentre — considerando andheome una variabile — otterremmo:

%ﬁ’k)] = 1(0)(1- 2y)[82.1-7] - risulta anche qui evidente il ruolo importantel® dall’'etay=%5.
Consideriamo ora il tasso istantaneo di mortaliglendone anche il valore nei casi estremi:
Caso k u(y) note
Generale Lrk—2ky [82.1-8] |interpretabile (:ome:i + k [82.1-8 bis]™. La mortalita
(- y)1-ky) -y 1-ky
cresce quindi cok, a tutte le etd*
& 1 sempre il doppio che nel caso lineare.
2 1§2.1-84] P PP
1-y
DM 0 1 (§2.1-8b] e il reciproco della frazione di vita mancanteetll massima.
1-y
v -1 2y §2.1-8 vale u.(y) moltiplicato per un fattore correttivo che va da &
(1-y)1+ y)[ -1-8¢] (da 0 a 1 se il raffronto & col caso lineare)

Come si modifica il tasso di mortalita al cresceedl’eta o del parametrk? Vediamolo con
lausilio delle derivate parziali:

Derivata valore note
au(y, k) 1 k2 sempre positiva: la mortalita cresce in ogni caso ¢
T iy + k) [82.1-99] I ety
o (y. k 3 mai negativd™"
(. 2{ 1, K 3} [52.1-9b]
%y -y @Ky
oy, k) 1 mai negativak si conferma sfavorevole alla
ok (1 ky) [82.1-Oc] soprawvivenzg"
aﬂ;(:z/, k) 7 2:(/ - (§2.1-9d] mai negativa
— Ky
ou*(y,k)| 2K (§2.1-9€] il segno concorda con quello iQuindi unk positivo
okdy (1_ ky)3 : aggravera le conseguenze dell’eta sulla mortalita,
viceversa urk negativo le attenuera. D’altra parte le
conseguenze del crescer&kdi faranno piu avverse
alla sopravvivenza man mano che si invecchia

E infine il turno della speranza di vita. Avremo:

Caso k &y) &0) note
N 7R v k 1 k
Generalg = | (1 ye)s((i—: ] 29 52.1-10] 6 “2s  |vale - y£2+ L-k ] [§2.1-10 bis]
y [§2.1-10.1] 6 1k
* 1 LTV [§2.1-104] %[§2.1-10a.1]
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oM 10 1_73’ [§2.1-10b] %[§2.1-10b.1]
v -1 | @-y)2+y) (52.1-10c] 2 e.(y) viene moltiplicato per un fattore

31+y)

~[§2.1-10c.1
35 c.1]

1 )XXXV

correttivo che scende con l'etada2al,

. . : 4
(il caso lineare viene corretto tF3aed

Nonostante il caso lineare coincida con la medtanatica dei sopravviventi e con quella dei
decessi nei casi estremi (cfr.[§l.1-1ba]e la[§2.1-5]), questo non vale per la speranza di¥ita
In generale avremo infatésy > %2 (est+ey); torneremo su questo aspetto con maggiore getderal
nel §2.2*"" allargando 'esame al tasso di mortalita.
Restiamo sulla speranza di vita: avevamo introdoéé& anche per studiarne con meno impicci
'andamento al mutare dell’'eta e della convessitifacturva. Ecco allora le derivate della funzione
e(y,k)(la colonna delle derivate rispettd &a interesse principalmente nel caso generale)

Caso oe(y,k)loy oe(y,k)lok note
Generale (1-k)P+21-ky) 1 (@-k) (1-y) Come ci attendevamo,
- =——- - [§2.1-11.1] |tutte le derivate sono
6(1— ky)’ 3 6(1-ky) | 6(@1-ky) negative.
[§2.1-11]
s 1 1 Le derivate non
3 [82.1-11a] 8 [§2.1-10a.1] dipendono dall’'eta.
DM 1
-2 82.1-11b] 6 O (52 11001
v @+yP+2 1 2 (1-y) Le derivate, a differenz
31+y)° 3 31+y) B6(1+y) - gg:&;%v’"g Ipendono
[§2.1-11c] ooy, Kow 1 L'andamento della
ok (1+ y)2 speranza di vita rispett
[§2.1-10c.1] gll’_eta é sempre piu
ripido rispetto al casae.

§2.2. Come quando fuori piove

Poniamoci ora questa domanda: le coincidenze ratevizel 82.1 sono dovute al fatto che acw
siamo all’estremo del campo d’esistenza del panankeb vi € una simmetria pit generalizzabile?
Per rispondere, & bene sostitlkireonh, uguale in modulo al precedente ma sempre positivo
Avremo ora i cast™:

Caso h I (y) note
Generalg 1(0)1- y)1¥ hy)[82.2-1]
* (0,1] 1(0)2- y)L- hy)[§2.2-1a] Comprende il case (h=1)
DM 0 1(0)1- y)[8§2.2-1b] Vale la media trae e ¢
caratterizzati da uguale
¢ [-1,0) 1(0)1- y)@+ hy) [§2.2-1c] Comprende il cas® (h=1)

Per i decessi sara:

-11 -



Andrea Furchtll modello quadratico di sopravvivengparte 2, vers. provvisoriayaww.furcht.it/andrea/b-quadra.htm

Caso d(y) note
& [(0)[1+h(1-2y)] [82.2-2a] | decessi sono piu alti del caso lineare nellenprineta
dell'arco massimo di vita, poi inferiori

DM |1(0) [§2.2-2D]

¢ 1(0)[1-h(1-2y)][82.2-2C] Dinamica per eta inversa rispetto al caso “fiorilecessi son
inferiori a quelli « lineari » fino all'eta %2, pdiventano
superiori

Anche i casi intermedi confermano il ruolo del pagtnok, sempre favorevole alla mortalita: i
soprawviventi del case sono infatti sempre superiori a quelli del cado

E infatti: 1,(y)- la (y) = 21(0)hy(1-y)[§2.2-3] Alle eta estreme la differenza & nulla, toccahdo i
massimo pey=Yz (tutta la funzione & simmetrica rispetto all'&h

Nel caso del tasso istantaneo di mortalita, la séferidnza tra il caso nero e quello rosso vale

invece: Yafia(y)- ()] = % [§2.2-5] come ci aspettiamo, questa differenza cresceneh
h7y

anche, cosa meno owvia, con l'eta.

Dalle formule riportate in questa tavola si notdtioa colpo d’occhio che tra fiori e quadri

continua a valere [§2.1-1.1{": la funzione di De Moivre si caratterizza quindinmun vero e

proprio asse di simmetria; inoltre, si confermaudlo cruciale dell’'ety=%.

La simmetria sulla De Moivre non tiene invece nelacdel tasso istantaneo di mortalita — la

semisomma tra il case e quello¢ da infatti: Y2fu(y)+ we(y)] = i{ 1+ h—2rly + 1- h+2rly }
2| (1- y)(l— hy) (a- y)(1+ hy)

_Ldhyiehy 1 by e,
(1- y)(l— hyXlJr hy) 1-y 1-h’y?

Si consideri con attenzione [B2.2-4]} si notera che la media tra casi simmetrici (quivedi € rossi
con parita dih) € in generale piu sfavorevole alla sopravvivertzanon il caso lineare. Lo stesso

—2
vale se consideriamo la speranza di vitaedg)+ e.(y)] = 16y[2+ 1__hz yz}'" [§2.2-6] la
1-hy

- . _r @-y) B
1 - = -

semidifferenza e invece: %j(y)-ex(y)] hm [82.2-7] anche questa cresce chn
diminuendo con l'etd'.
Dalla[82.2-4] e[82.2-6] notiamo che la De Moivre € sempre meglio (mettendal punto di vista
di chi gradisce sopravvivere piu a lungo) della meftlla mortalita tra casi simmetrici, con
l'importantissima eccezione dell'eta 0, nella quzdso lineare e media di quelli parabolici
(simmetrici) si equivale. Nelle eta successivelosiesse “scommettere” sulla propria funzione di
soprawivenza a diversi livelli di rischity, converrebbe senz’altro ripiegare sulla De Moiva@to
pill quanto pitl avanza I'eth
La formula ci fornisce lo spunto per un ulterioppeofondimento: quale sarebbe la funzione dei
soprawviventi dettata dal tasso di mortalita medibicato nelld82.2-4]? Senz’altro non la media
aritmetica, perché il tasso risultante n¢8a.2-4]¢é diverso da quello della De Moivre, che e invece
media aritmetica tr& e ¢ simmetrici (si veda 1g82.2-3)). Calcolando otteniamo:

[Luty; h°y)] = 1(0)1- yW1-h’y? [§2.2-91", che vale la media geometrica tra i casi simmietric
e ¢ Miracolo? No, logica: ritornando al[§2.2-8] vediamo che se partiamo da due funzioni di

mortalita (chiamiamole e ) ricaviamo i sopravviventi dalla media aritmetas rispettivi tassi di
mortalita istantanei, otteniamo sempre la mediarggnca dei sopravviventi delle funzioni di
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partenza. Strano a dirsi, & sicuramente piu chifeformula®™™ : I{¥2] u,(x)+
Xty (£ Jrttp (£)
,[’Li/jd

A Lx,
wol=10e s 2 =10 2 o) 2 = ()1, (0 [82.2-11] Si tratta di un
caso particolare della somma ponderata di due ramsalita, che nel nostro caso #ie ¢
simmetrici darebbe luogo daﬁy; F\): 1(0)a- y)(l— ﬁy)m(lJr ﬁy)lﬁm[§2.2-12] ove &m<1.

82.3 Una vita da mediana

Il rettangolo cui accennavamo all’inizio del 82risultante dalla giustapposizione delle due
funzioni di sopravvivenza simmetriche (u8a unae, caratterizzate pero dal medesimd, e

percio idealmente tagliato in verticale dall’agsés. C’'e anche un’asse orizzontale di qualche
interesse? se esiste, deve corrispondere al V@2 dell'ordinata, cui corrisponde I'eta mediana
alla morte calcolata alla nascita. Anche qui, visaorrispondenze rilevantia parita dih —tra%
es.

Per trovare 'eta mediana va risolta 'equazione:

% — (1~ y)(L—ky) [§2.3-1} che da una quadraticaky? - 2(k + 1)y +1= 0 [§2.3-1a]

Possiamo perc‘)_ rispondere al quesito piu generalguale eta la popolazione raggiungera la
proporzioneg”*? L'equazione corrispondentd(g)=gl(0) sara:ky® - (k +1)y +(1-g)=0 [§2.3-
1b].
k+1++/(1- k)* + 4gk
2k

cosi immediata, perché — oltre al fatto che quésta essere univoca — devono venire rispettate tre
condizioni:

A. il determinante non deve essere negativo;

B. la soluzione non deve essere negativa;
C. la soluzione non deve essere maggiore di uno.

Il risultato sarebbe semplicemengé’ = [§2.3-1ba}, ma la soluzione non &

Occorre allora distinguere i casi neri da quellisiq(in linguaggio da casino), che valgono
rispettivamente:

Caso possibili valori di y@

* h+1+4/(1—h) +4gh .
2h '
¢ —(1-h)£4/{@+h)* - 4gh 162.3-26]
2h '

Condizione A
Caso#: condizione senz’altro soddisfatta, nessuno deiatidendi puo essere negativo.
Caso¢: anche qui la condizione & soddisfatta, anch@serinore immediatezZa

Condizione B

Dato che il denominatore del[l82.3-2] € positivo, anche il numeratore deve esserlo gedisfare
guesta condizione.

-13-
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Caso#: sara quindih+1++/(1- h)* + 4gh > 0 [§2.3-3a] La soluzione caratterizzata dal segno
davanti alla radice quadrata & senz’altro ammigsiper I'altra € necessaria un’ulteriore verifica,

che comunque da responso posititia: 1> +/(1-h)* +4gh = 4h> 4gh= g <1 [§2.3-3b}
Caso¢: qui la condizione sul numeratore ci portd ah¥+/(1+ h)* — 4gh < 0 [§2.3-4a]
Escludiamo subito la soluzione che & somma di dderdi negativi ngi§2.3-2b] I'altra” supera
invece la prova, perché avrento: h <+/(1+h)* - 4gh = 4h > 4gh = g <1 [§2.3-4b]

Condizione C

Caso#: dev'esseren+1+4/(1-h)” + 4gh < 2h = +,/(1- h)* + 4gh < —(1- h) [§2.3-5a] Siccome il

membro di destra e negativo, possiamo prenderensgiderazione solo la radice inferiore in valore;

otteniamo:—+/ (1 h)* + 4gh < —(1- h) = 4gh> 0 [§2.3-5b} condizione senz’altro verificata nelle
nostre ipotesi.

Casoe¢: dobbiamo averd— h+/(1+h)’ — 4gh > —~2h = +,/(1+ h)* — 4gh > —(1+ h) [§2.3-5a] Va

senz’altro bene per il radicale minore, per l'altiabbiamo verificare la condizione
(1+h)* — 4gh <1+ h= —4gh < 0 [§2.3-5b} la verifica viene dunque superata.

Riassumendo i risultati, otteniamo:

eta mediana(g=Y2)

Generalg K+1-+v1+Kk?
1 1- (1— k)2 +4gk ii % 152.5-0aa)
L [§2.3-64]
2 2k
& _[_np _ 1.1 \/1 h?
o _ -
1-,/g [§2.3-6c] f [§2.3-6¢a]
DM 1-g[82.3-6d] %2 [82.3-6da]
. —(1-h)++/@+h) - 4gh 1_1-vi+h’
] = 2V 18236
2h [82.3-6ef |55, (230
v — ]
v1-9[52.3-6f] \E [§2.3-6fa]

E owio che 1§82.3-6]sono negativamente correlate alla proporzionegdofazione da
raggiungert. Le mediane presentano l'usuale simmetria int@ireaso lineareys ¢ +y,

=)= 1 [§2.3-7] Per quanto riguarda il generico c?non si ravvisano invece analogie cosi
appariscenti: ci sarebbe un'eccezioneyaéd? + vy, 1[82.3-8]- che e pero una trasposizione
della[82.2-3], guardata stavolta dal punto di partenza delleetan da quello dei sopravviventi.

1 \/1+h —4gh—+/(1—h)? + 4gh

2 4h
9]; non & un risultato molto seXy ma & compreso, come deve, tra 0" Questa media sale
sempre rispetto ad perché la derivata prima & positiva p&r2g(1-g)-1

La media aritmetica tra casi simmetrici valég; h )== [82.3-

-14 -



Andrea Furchtll modello quadratico di sopravvivengparte 2, vers. provvisoriayaww.furcht.it/andrea/b-quadra.htm

Costruiamo anche due indicatori. Il primo € lo sao®nto tra casi simmetrici:

eta mediana(g=Y2)

Generale h)2 2 _ _ _ V1+h* -1 ix
(a9) J@-h)? +4gh +2\{](1+ h)* - 4gh-2 (52.3.10a] +T [§2.3-10b]
av J1-g +./g -1[82.3-10.a1] V2 -1[82.3-10.b1]

Il secondo invece il rapporto tra di essi:

eta mediana(g=Y2)

G | 2 2
(;Lr)lerae (1+h)—+/(@—h)* + 4gh 52.3-11] @+ h)z—\/1+h (52.3-11b]
(1+h)? — 4gh—(1—h) V1+h? —(1-h)
av _ ]
1—@[§2_3_11_a1] V2 -1[82.3-11.b1f
Vv1-9

§2.3.1. Probabilita e imprevisti

Nelle tavole di mortalita si puo calcolare anchévita probabile” (denominazione non molto
felice™), che segna I'eta mediana partendo non da 0, Hansbpravviventi a qualsiasi eta.
Possiamo tranquillamente generalizzare il discpesaccomprendere qualsiasi proporzigneome
fatto nel §2.3.

Avremo quindi, mantenendo la notazione con il giagr: z(y) = Ay < I(y +Ay)=g-1(y)[82.3.1-
1]. Sviluppando e portando tutto a sinistra avremo:

10)k|e- 0)y? + 2yay + (ay) |- @+ k)@~ g)y + Ay]+ (1- g)j=0[§2.3.1-2]

Ma se raccogliamo secondo le potenzaydabbiamo una piccola sorpresa:

10)k(Ay)? + [2ky— (L+ K)JAy + (- g)|ky? — (1+ K)y + 1]} = 0[82.3.1-2a] i coefficienti sono infatti
nostre vecchie conoscenze, che ci portano a reserm questa forma:

kI(0)Ay)* —d(y)Ay + (1- g)l(y) = 0[82.3.1-2a.bis] Che interpretazione possiamo dare? Non & poi
cosi difficile, tenuto conto che @1 (y) =1(y) - g1(y) = ¢A I(y) [82.3.1-2b] Avremo allora che
prolungare la tangente della curva dei sopravviyanesa a segno cambiato (ovvero il valore dei

decessi) ci porta ad un valore approssimatpl i), cui va poi sommato un fattore di correzione
pari a «1(0)-(Ay){§2.3.1-2c]
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I(0) o

k- 1{0) {ay)y

0

Y
Figura 2 — Vita probabile all’etay

82.4 In media stat virtus

Possiamo a questo punto rivolgere la nostra ctéiosirso i valori medi di alcune delle quantita
demografiche finora investigaté. Per avere un quadro piti completo, possiamo allartanalisi a
subpopolazioni ricavate esaminando solo un intkereidl campo di esistenzayl(o dik).

§2.4.1. Nel mezzo del cammin di nostra vita

Si tratta di un calcolo affine a quello inerentla aperanza di vita: il punto di partenza e infitti
totale degli anni vissuti, che viene diviso perd per i sopravviventi, ma per la lunghezza delbarc
temporale di riferimento. E interessante calcotparesta quantita su un generico arco temporale
[r,s], oltre che su tutto I'arco massimo di vita.

La quantita media di sopravviventi per unita di penequivale allammontare di anni vissuti diviso
l'arco temporale; in altri termini (la formula vadache pek) avremmd&™:

S

fl(u)du T T
M “[I(y)]= _T)-T() [8§2.4.1-1] Con il nostro modello otteniamo un risultato @i
IdU S—r
Vero non estremamente spettacolare:

M "I (y)]:Lg)[Zkr2 + 2krs+ 2ks® — 3r — 35— 3kr — 3ks+ 6| = L((:)[6—3(r T+ s) 1K)+ 2K(r2 +rs+ 52|
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[§2.4.1-2] Va perd notato come la semisonithaa i casi e ¢ dia ancora il caso linear&{M"S,
[l(Y)I+ M "% [I(y)]}=%l(0)(2-r-5) .
Possiamo pero riscrivere [I82.4.1-2]mettendo in evidenza il centt@ la semiampiezza

dell'intervallo, cont —izs[§2 4.1-2.a]e 6=t-r=s-t""[§2.4.1-2.b]

2
Ml (y)] = I(t)+% [§2.4.1-2 bis] Questo risultato non & del tutto intuitivo, pe¥ch

avremmo potuto aspettarci semplicemente il valerdgralel(t): che rimanga un residuo
dellampiezza dell'intervallo prescelto si devdatto che la curva sia di secondo (e non di primo)
grado iny™" (difatti nel caso De Moivre, che & lineare, l'idhza db sulla media sparisce).
Naturalmente pei=0 la media dei sopravviventi equivarra al valoretpate dil(t). Anche qui, la
semisomma delle medie dei case ¢ da la media del caso lineare — che corrisponde lpgi(t).

Il parametrdk € invece positivamente correlato alla media deiaoviventi nell’intervallo di
riferimento, con effetto tanto maggiore quantoguiopio € quest’'ultimo. Tale intervallo si trova
quindi a temperare il vantaggio puntuale del casadg su quello fiori. Sara infatti: YA, "

[Iy)] - M TIy)Ty = 1(0 (){(1 )——} [§2.4.1-3]

| (0)3—k

Il valore della media generale lo troviamo per= %2; otteniamo cosi: 6 [82.4.1-4] Per
quanto riguarda questa media, non resta che inéadrni valori particolari d"5I(y)] ™.

C’é pero anche la possibilita di calcolare le mettia per eta bensi rispetto a intervallkddi
estremiv e w)™*.

(y; k)dk

M li(y; k)] = X =1(0)2- y)(l— yV;WJ [§2.4.1-5] che non dipende dallampiezza
[ dk

dell'intervallo ma solo dal suo centf che stavolta indichiamo car(y sara la semiampiezza

dellintervallo); vale infatti:M *7*7[I(y; k)] = (0)1 - y)1— zy) = I(y; 2) [§2.4.1-5a] che & una
ritrascrizione dellg82.0.6a]con la sostituzione diak.

—=

E possibile calcolare una media generalg sisuk, anche per subpopolazioni corrispondenti a
determinati intervalli. Possiamo arrivarci faceda@onedia delld82.4.1-5a]nell'intervallo (t-
0),(t+9), o viceversa facendo la media d¢8a.4.1-2 bis]nell'intervallo (z-),(z+y).

2
In ogni caso avremoly) (-2 talkelzr 2l _ | ¢, z)+|(0)i [§2.4.1-6] che per l'intero campo di

esistenza dk edy da come media generale un danteMo: [§2 4.1-6.a] segno l'intera famiglia

di leggi di mortalita delle quali ci stiamo occupamon é di per sé né favorevole né avversa alla
sopravvivenza (come é intuitivo, prendiamo coméeaudi comparazione la legge piu basilare che
esista, la de Moivre).

82.4.2 Ora e sempre resistenza

La media dei decessi per unita di teffificha maggiore suggestivita intuitiva: Petrioli, paalogia
meccanica, la chiama “potenza media della mort&fita
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jd(u)du

La formula dovrebbe esserbt "*[d(y)]= -~ [§2.4.2-1] ma possiamo tranquillamente
Idu
evitare l'integrazione reinterpretandola conv!*[d(y)] = ~~2—~ I ) ( s) [§2.4.2-1bis] che d& come

risultato M "*[d(y)] = 1(0)L+ k(1 — s)][82.4.2-2] Se vedlamo questo risultato in termint @io,
come nelld82.4.1-2 bis] scopriamo che il risultato € sempre pari a quédibpunto centrale, a
prescindere dal’ampiezza dellintervafi: M [d(y)] = d(t) [§2.4.2-2 bis]

C’é un corollario allg82.4.2-2 bis] Partiamo dal dato che la media dei decessi g&x dintempo,
se calcolata sull'intero arco di vita, € semprealgual totale della popolazione diviso la lunghezza
massima vivibil&" (lo si evince immediatamente d4§2.4.2-1bis). Posto che 'ampiezza
dell'intervallo non ha rilevanza sul risultato, vetho allora che per qualsidsia media temporale
dei decessi incentrata sull'etd¥z (che riconferma il suo ruolo cruciale) dev’essese a quella del
caso lineare, perché tale € il risultatays&; questo € deducibile senza ricorrere @@24.2-2 bis]
che renderebbe ancora piu evidente la conclusepessiamo cheé('z) e uguale per tuttik (si
veda |a[82.1-2)).

Calcolare la media rispettokaci da risultati simili a quelli trovati nel §2.4.Avremo infatti:

j [k(@-2y)+1]dk
Moy )|= I(O){1+(1—2y)vz W} _1(0)1+ 2— 22y) [§2.4.2-2]che
[k
ripropone 1482.1-2] éonz al posto dk.

Sempre Petridi" propone la funzione di “resistenza alla mortaligiie ricaviamo nel nostro caso
dalla[§2.4.2-2]

M [d(y)] _ d(lzyj ik

PO Moy ) T
2

neri sia in quelli rossi, senza avere i massimisgilrsscontrano nelle popolazioni régli. Si noti
chepa(y)=[ps(1-y) I'[82.4.2-33] e viceversa.

[82.4.2-3] L’'andamento per eta é calante sia nei casi

82.4.3 Media del tasso di mortalita
Anche in questo caso possiamo fare la media pertervallo dik. Ricorrendo alla[§82.1-8 bis]
avremo:

g1 k
] @-a)}ﬂly“w}dk S S S P
a vadk -y y y(w-v) 1-wy = |

Quale funzione dei sopravviventi risultera da takso? Ricorriamo ancora aJ§2.2-12]
utilizzando come consuetocome variabile d’integrazioffé¢" :
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ino(1-o) =W -in(lvo) v
I(y) = 1(0) e vwy) L =1(0) (1 y)- viw-y % L [§2.4.3-2]L’espressione tiene
@-wy)™ e

: vy

pery = 0, perché im y(w-y M
y—>0 ( _\/y)l W

faccia il limite dell’'esponente ottenuto ddJ§2.4.3-2e]considerandola potenza del numero

neperiance).

Se vogliamo paragonare [82.4.3-2]alla funzione ottenuta per semisomma puntualedimpetri

simmetrici (ovvero 1482.2-9)), dobbiamo fare il caso di un intervallo centratb caso lineare.

@+ hy)*™
(@- hy)™
raffronto.

La [§|2.4.3-2a]sara sempre superiore di#2.2-9] salvo debitamente coincidere al limite per
h_)OXXX.

= e[82.4.3-2¢e](si tenga presente [§2.4.3-2c] e si

Riscriviamo quindi 1§§2.4.3-2{*™ comel(0) (1- y)- 2 % [§2.4.3-2aled effettuiamo il

82.5 La vita € bella perché varia

Possiamo a questo punto utilizzare le medie peotzak le varianze; anche stavolta, possiamo
limitarci a intervalli parziali. Si noti che in ogoasol(y,k) dovra passare da 1 a 0 nell’arco di tempo
unitario (in termini diy): questo pero puo succedere con maggiore o mdispersione intorno alla
media.

§2.5.1 | sopravviventi
t—-o6

JAGy)-Mm(y)l*dy

Il calcolo parte dalla formuf&: =2

= [82.5.1-1] che da il risultato abbastanza

oy
t-6
2
complessovar[l(y)]= IZ(O)%Pth2 — 4k(@+ k)t +%k252 +(1+ k)z} [§2.5.1-1a] L'aspetto pill
appariscente é la scissione in due fattori delienéda. Il primo dei due contiene il termine poco
problematicd?(0), che serve a dare la proporziondfitd con la dimensione della popolazione;
subito dopo pero salta agli occhi il ruoloddicome intuitivo proporzionale alla varianza (piu e
ampio I'intervallo, pili c'é occasione per varidf®y, con la correzione della divisione per tre gia
esaminata alla nota Ixvii. Il ruolo dinon si ferma pero qui, perché contribuisce a naréypiu
finemente la varianza nel secondo fattore, qudi appare in parentesi quadra n@BR5.1-1ale
che chiamerem®(k, t, d); 'apporto & anche qui sempre positivo, percHéga si &, che puo
essere negativo, ma compare al quadrato. Si netpety nullo, ® equivarrebbe ad un quadrato;
dalla [§2.5.1-1a]ricaviamo infatti:@s=0= [2kt — (1+ k)]’ [§2.5.1-1a1]
Su® pero influiscono ancheek, in maniera pit complessa. In quantp laastera notare che
possiamo riscriverne I'espressione mettendo iawdliil rapporto con i sopravviveffti. Sara
00(k.t,5) _ 40 (t)
ot ot

positiva: restera quindi da vedere se ci troviamon caso nerd(positivo) nel qual caso la
varianza diminuira al cresceretdd viceversa in uno rosso.

allora

[82.5.1-1c] La derivata dei sopravviventi rispetto all'etanremai
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Vediamo ora l'effetto dk: w 2{[4t —4t+1+1i55 jk+(1— z)} [§2.5.1-1d] scrivibile
anche mettendo in evidenza il ruolo dell’eta cdetra

w = Z{k(l— 2t)° +(1- 2t)+1i5 k52} [§2.5.1-1d bis] Dalla[§2.5.1-1d]ricaviamo i valori di

k per i quali® cresce: di tale appassionante questione ci ocenypmenella scorrevole Appendice 2.
Naturalmente si puo anche calcolare la varianzeettis ak anzichéy, cosi come avevamo fatto per
le medie; difatti, per determinarla ricorriamo priopalla[82.4.1-5a] Var[l(y)]=

I{I SR I (VY () 7
- =12(0)*~ 5 [§2.5.1-2] Da qui otteniamo:
[k 4

2
Var[l(y)]= 1°(0)y*(1- y)z% [§2.5.1-2a] si noti il ricorrere del “3” al denominatore, ki al fatto

che la varianza integra quantita al quadratotibfehe le variabili appaiano tutte al quadrataleen
semplice I'analisi dello scarto quadratico mediwe € della stessa dimensione dei sopravviventi;

avremo quindi:oyg, , ., = 1(0)yd- y)\/_ [§2.5.1-3]

Come usuald(0) appare alla prima potenza — una conferma dellgpacabilita tra scarto

quadratico medio e la variabile della quale siiamalla dispersione. Appare poi il prodotto tra eta
vissuta ed eta residua; una conseguenza del fatale eta O ed 1 qualsiasi legge di sopravvivenza
deve dare lo stesso risultato. Questo comprimedgigrspazio per la dispersione ai due estremi per
eta della distribuzione; non e invece automatic® roéll’eta centrale la variabilita si faccia

massima: qui & cosi, e piu in generale il fatigfiey) indica una simmetria rispetto all'eta centrale.
Va infine osservata la proporzionalita con 'ampeg dell’intervallo considerato: si noti che non
appare invece il centrodell’'intervallo; la dispersione é tuttavia mag@gaicino ai valori centrali

del campo di esistenzakli'ampiezza massima glie pienamente spiegata solo ged (appunto il
valore centrale del CdE H).

Per tutti ik™ lo scarto quadratico medio vale:

_10)

Olzrzir] = 73 y(l— y) [82.5.1-3a] assumendo quindi tutti i valori tra O (eta esegm
1(0)

—~[82.5.1-3a.1]

43

Per raffrontare la dispersione secokdoquella secondp(potremmo ad esempio chiederci
secondo quale variabile la dispersione & maggeffejtuiamo la media secondo la variabile
mancante.

Facciamo allora questa media syfid.5.1-2a] e otteniamo:
t+6

, [y @-y)dy

y? , _ _
Theyetiores) = Z(O)?”T [§2.5.1-2b] che dopo l'integrazione vale:
dy

t-8

2 2 4
a%ye[tww]} =1 2(0)% {t“ -2t%+ £1+ 25°t% —25°t +% +%ﬂ [§2.5.1-2b.1] che su tutto l'arco
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2 2
diy equivale acf . .=l 2(0)£-[82.5.1-2b.2] A0k (11lycfor] = *(0) [§2.5.1-2b.3]anche per
kiyeloal} 90 90

tutti i valori dik.
Dobbiamo ora calcolare la media d§B2.5.1-1a]secondd; otteniamo quindi:

z+y

| {kz(mz L +1j +2k(1- 2t)+1}dk
2 15

of, =1 2(0)5— i , che a sua volta come
yike[z-7.2+7]} 3 z]]
dk
zy
; S 2 2(m 9 s 2 4 .
risultato dacf, . g =! (o)? 28| A a6t +227(1- 2t)+1|[§2.5.1-1a.1]

2
nellintervallo, e IZ(O)%F[mZ — 4t +1i552 +1j +1} [§2.5.1-1a.2]per tutti ik. Calcolando anche

3
. 23, 12(0)
su tutti gliy otteniamo |nf|ne2?cl (0), valore che va raffrontato C(}HE , quadrato dell§§2.5.1-
3a.1], che € inferiore in valore.
Infine possiamo calcolare la varianza secondo aowedaratterik ey, per la quale ricorriamo alla
media generalf82.4.1-6} possiamo seguire la definizione, partendo da
Z+y t-6

EOIN| {[kyz —(@+K)y+1]- {ztz — (At 2r+1+ ngﬂzdydk

-y t+8

[82.5.1-4} oppure anche calcolare
_ Ao

il momento second®"' e sottrarre il quadrato della media. Il risultéitmle sara:

2¢2 2

2
0) éo){yzt“—2;/2t3+(422§2+27/252+7/2)[2—252(22252+7/2+22)[+§2£1;452252+—7/5§ +zz+%+22+1]

[§2.5.1-4.2] che su tutto l'ntervallo vaI(:eL18lcl 2(0). Vvale la pena rilevare alcune caratteristiche,

alcune attendibili, altre meno:

1. la varianza e proporzionale al quadrato del cosetitg iniziale (questo risultato era
scontato);

2. come nelle varianze secondo un solo caratterem@diato raccogliere 3 al denominatore;
conseguenza questa delle medie dei quadrati imgalisti formule della varianza; il 5 al
denominatore deriva invece dai termini alla qupdsenza (quadrati di quadrati della
formula originale dei sopravviventi);

3. tutti i termini contengono almeno uno scostamento; )

4. come atteso, tali scostamenti appaiono elevathadpotenza paff™":

5. le potenze dell'eta (che appare sotto forma diedia dell'intervallo consideratd),
inoltre, compaiono a segni alterni, positive quetei e negative quelle disp&fi™" ; si noti
come questo sia quanto verifica sia nelle varigammeeedenti, sia nelle medie sia infine nella
formula dei sopravviventi.

§2.5.2 | decessi
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[0)- M) do

Idu

r

Dalla formulaVar"*[d(y)] = [§2.5.2-1]otteniamo:

2
Var"*[d(y) :w [§2.5.2-2] che possiamo riscrivere come:

2
Var™[d(y)] = M [§2.5.2-2] Scopriamo insomma che la varianza dei decessi,

specularmente a quanto succedeva per le mediedailg{82.4.2-2 bis), dipende esclusivamente
dallampiezza dell'intervallo considerato e nonlaaua centratura. Dato cke@ppare al quadrato,

qui i casi® e ¢ danno lo stesso risultato per Erprefissato (in altre parole, cio che conta € il
modulo dik e non il suo segno).

§2.6 Una questione di concentrazione?

L’indice di concentrazione si calcola correttamesubie caratteristiche trasferibili, quali — per
antonomasia — il reddito. Il nostro caso €& quingrioprio: tanto piu, se oltretutto il calcolo viene
condotto, come sarebbe immediato, ypdPerdipiu, dobbiamo trovare la quantita da cuneyled
occorre sia crescent&* rispetto alla variabile lungo la quale disponiagtiandividui. Abbiamo
diverse possibilita: tra le quantita monotone —risipetto ad/ che ak — ci sono le quantita piu
elementarl(y) o la speranza di vita. Queste vanno pero ordiigspetto ad1-y) e-k, altrimenti
SONo non crescenti; possiamo altrimenti ricorrédkeaessi cumulati rispetto all’eta, che sono gia
non decrescenti rispetto siaadia ak.

Ci limitiamo a quest’ultimo casbe cominciamo con il computo secondy.l&®uesto non perché il
calcolo non richieda I'inversione della variabileatlineamento, bensi perché da risultati
abbastanza agili; l'interpretazione é pero piutt@stcura concettualmente, perché
I'equidistribuzione corrisponde alla mancanza drtaiia, che lascerebbe inalterab(y) col
procedere dell’'eta. Vi e inoltre il fatto che lligzo ideale dell'indice di concentrazione sia su
distribuzioni discrete.

E una piccola consolazione, quindi, che la fornfimale sia di elegante semplicita:

RO -1 [§2.6-1]“"; se la calcoliamo per sub-intervalli, come abbidatto per media e

Y 3+k
varianza, otteniamo l'espressione piu generale

DY) _ (e 1) (@+K)—k(s+r)
R = (s r;3(1+ k)(s+r)-2k(s® +rs+r2

)[§2.6-2T°ii; tradotta in termini di centroe semi-

ampiezza dell'intervallo, diventa:R®"Y) =§ Lrk= 2k2t — [82.6-2a]", risistemabile
ol T 314 k)t - k(32 +62)
mettendo in evidenza il ruolo dell'eta centra@®) =5 1+ k(L-—2t)

_ 2.6-2al
sl O g4 Kt — k(32 +57) [§2.6-2a1]

l'altra modalita & quella di condurre il calcolaceadok; otteniamo:
Dly) _ l1-y w-V
RN =3 27 yfvrw)

1-y 4
| D y) = ‘
va eRkE&H,w] 3 1+ Z(l— Y)

[82.6-3], che in termini di centro e ampiezza dell'intefwal

[82.6-3a} su tutta I'estensione #iabbiamo:
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RkDEi{)W] = 3(13 y ) [82.6-4] la concentrazione scende con 'aumentang diva dal massimo d}t
' y

alla nascita sino &¢.

Gli indici di concentrazione sono stati messi atpusoprattutto per studiare I'equita della
distribuzione delle risorse (tipicamente il redditome dicevamo). Nel nostro caso abbiamo
un’alternativa assai semplice dal punto di vistiecdécolo: ce ne occupiamo nel prossimo
paragrafo.

82.7 Mors tua, vita mea

L’alternativa di cui parlavamo e sovrapporre, ravas, i grafici dei sopravviventi di due
popolazioni caratterizzate dai paramkte k: gia sappiamo che devono combaciare (si veda
l'inizio del 82.1). A questo punto, come si accermael 82.1, possiamo immaginare che il
rettangolo risultante sia il totale dello spaziwitik, e che due popolazioni se lo debbano dividere
tracciando il nostro arco di parabola tra i dugigecontrapposti (si veda kigura 1 - Due
popolazioni sovrapposteSe esistesse una sola popolazione — vale asdia|'altra fosse
assegnato uno spazio nullo — il totale di vita lsbeemassimo (ovvero unitario) per ogni membro.
Una via per valutare quanto l'allontanarskdlallo zero (caso lineare, perfettamente equo)cdadu
sperequazione tra le due popolazioni & calcolaadequroporzione di spazio di vita vada alla prima
delle due per ogni barra verticale di ampiezzaln formula:

[10; y)dy
Elk;r,s)=———
(kir.s) 1(0)(s—r)
meglio traducibile in termini di centro e semi-asgra dell'intervallo:

2(k;t,5) = kt? — (1+K)t +1+§§2 = M+§§2 [§2.7-1a.bis] che vale invece, come owvio,

1(0)
I(k;t)

I(O) [82.7-1b.bis]nei casi puntuali; 'estendersi dell’intervalloriferimento tende quindi ad

[82.7-1] Il risultato &:E(k;r,s) = %(r2 +5% + rs)—lek(r +5)+1[82.7-1a]

attenuare la sproporziofiétra% e+. Bisogna pero tenere conto del fatto che la spmigae non si
deve solo &: poiché confrontiamo i due settori di una barrdigale (la cui eta sara dunque
simmetrica rispetto al valore ¥2), ci sara ancheftetto anagrafico in favore della popolazione piu
giované®”.

La valutazione piu interessante e quindi quellasest tutto I'arco di vita, che neutralizza questa

distorsione: E—%k 1+ 1—k2 :%—% [§2.7-1c] che equivale al rapporﬁ% e(0;k)[82.7-

1c.bis]" (lequitd & a %2, corrispondente alla De Moivregasi pill estremi saranno naturalmente
. - . . . 1 2 . . N .
qguelli conh massimo, rispettivamenk{4) 25 eE(v):g; il massimo squilibrio corrisponde

quindi ad uno spazio di vita in ragione di 1:2.

Abbiamo anche la possibilita di misurare la speagipne confrontando i coetanei pavpposti
t+6

Il(y; h)dy
M g 3((? E))I E 3 [8§2.7-3], che su tutto
J1(y:=h)dy
t-o&
l'arco divita ¢ ed pari a ¥2; si tratta evidentemente di uno streti@pte delld82.7-1c) vale

(uguali per moduld): @(h,t,8)=

3-h [§2.7-3a} come owvio, ped nullo si riduce invece M [8§2.7-3a]

3+h [(y;-h)

-23-



Andrea Furchtll modello quadratico di sopravvivengparte 2, vers. provvisoriayaww.furcht.it/andrea/b-quadra.htm

1| a nostra furia iconoclasta pud giungere fino amielre anche I'innocuo, benché ingombrak(®®, ottenendo:
p(y) = (1— y)(l— ky) [82.0-7} bastera infatti forzark0) = 1, oppure interpretapy) comep(0;y), la probabilita

per chinasce di essere ancora in vita alfeta

! Conformemente alle nostre aspettative, pitl I'egéoganile pitl soprawvivente si conteranno. Si gh questo
secondo fattore corrisponde alla De Moivre.

* In quanto non riesce in ogni caso a rovesciatendenza di(y) al decremento al trascorrere dell’eta (€ questa un
delle ipotesi di base, per I'esattezz&taore. L'origine riferimento non & stata trovata. dell’81) pur potendo, pdc
negativo, innalzarsi con questa.

=¥ Infatti &: 1 (01— y)(1+ y)+1(O)L- 01— y)[i- - y)] = 10)1- y? )+ y? |i82.1-1.14)

¥ Diagramma usato dagli economisti, nel quale lginrdegli assi cartesiani (sopravviventi in ordimad eta in
ascissa) occupano i vertici contrapposti di urargblo, che viene diviso da una sola linea curva.

¥ La curva tracciata ha valore solo esemplificatBionoti che quella azzurra é ricavata dal ramdrde una
parabola con coefficiengenegativo, la gialla allinverso dal ramo sinistticuna parabola con coefficieragositivo
(si veda l'inizio dell’§1).

¥ Un valore did(y) inferiore ad(0) indica pertanto una velocita di eliminazione ifisignte, qualora rimanesse
costante, allo smaltimento del contingente iniz&l&o I'etd omega: dobbiamo allora aspettarcirendpero” ad altre
eta (ragionamento inverso per un valore dei deseg@riore al contingente iniziale). Vedendo lastjoae in altro
modo, fermiamo I'attenzione sul fatto che la sontteadecessi a tutte le eta deve eguagliare i nati:

1
Id(y)dy = I(O) [82.1-3] questa puo essere intesa anche come I'espresi@tdaenedia dei decessi per eta —
0

@

1 Id(X)dX
dovremmo infatti aver{ dy =1 al denominatore. Il risultato in termini xisarebbe invece’ ~ =
0 Idx

0

0 [§2.1-
[0

3a] (per I'appunto, il valore della De Moivre).

M Si veda 14§2.1-2]

XX infatti: Y2 fa(y) +dv(y)] = 1(0) [§2.1-5]

** Interessante il fatto chesi scinda in due addendi, dei quali il primo dipesdlo dall’eta (ed &, come ci aspettiamo
crescente con essa: per la precisione, inversarpesyterzionale all’eta residua massima).

' Si vedano 1¢§2.1-9] in particolare 14§2.1-9c]

! Con I'eccezione delle primissime etd, questosbaait frequente nelle popolazioni reali (in patéce in quelle
storiche).

il Questo risultato non & di immediata lettura. Sisideri perd che [§2.1-9b] cresce cork; questo si pud provare —

0 1 k® 2
fossimo pignoli — derivandola—- 2| + = [82.1-9b.1] Il caso piu sfavorevole (alla
ok {(1— yP - ky)s} (1 ky)*

positivita della[§2.1-9b] & pertantdk=-1. Ma persino in questo caso — che e quellibmigliore per la sopravvivenza —

la[82.1-9b]varra: 2 ! 3 ! 712 0 [82.1-9b.2](si annulla solo pey=0); a maggior ragione il risultato
@-y) @+y)

della[§2.1-9b]sara positivo per gli altri valori di

XV Questa riprova del ruolo sfavorevolekdie, nell’§1, dia) rispetto alla sopravvivenza é particolarmenteente,

ma non isolata. Altrove, ad esempio n¢fa.1-6] tale ruolo era presente sebbene meno appariseaitievalori dik

concentravano i decessi nella prima meta dell’diagta disponibile.

' Per I'etay = 1 in realta il primo fattore & nullo in tuttitee i casi; la considerazione sul fattore di cdmes vale

quindi al limite. Questa considerazione potrebl@iegrsi piu volte anche nelle prossime pagine.

' Se non per le eta 0 ed 1: questo pero € owiguedsiasi funzione di sopravvivenza, che deve ealer

rispettivamentd(0) e O (cfr. le ipotesi iniziali elencate all'§1, segamente |&rrore. L'origine riferimento non é

stata trovata. e laErrore. L'origine riferimento non & stata trovata.).

M Si veda 14§2.2-6]

" Piu in generale, il casotende a generare risultati piu complessi di quello

X Useros e ¢ in due accezioni: I'una, piu specifica, per deaigndue funzioni identiche nel modulokgdima opposte

nel suo segno; I'altra, per estensione, per destgmaa funzione di sopravvivenza caratterizzath rigativo ¢) o
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positivo @). Quando esigenze di chiarezza lo consiglieransero il simbold1 soprassegnatdy) per la prima
accezione.

X' || fatto che in certe etd (ovvero peryz) i decessi totali siano superiori nel casispetto a quell@ non significa che
la mortalita vi sia piu forte, bensi semplicemettte il contingente iniziale va eliminato entro fia eta utile: se non
lo si fa all'inizio (cosa buona per la sopravvivehbisognera farlo alla fine. La forza della matdava invece giudicata
dal tasso di mortalita(y).

X' possiamo quindi formalizzarne la generalizzazian@)+.(1-y) = 1(0) [§2.2-3] Fiori e quadri vanno qui intesi nel

senso ristretto (cfr. nota xxxix), con riferimermpoindi ad uno specificdl comune ai due casi.

—2 —2
1—_h2 y | 1oy 1—_h2 y
1-h"y? 2 1-h"y?
Xl Una conseguenza del fatto che con 'awicinarbiet& massima diminuiscono le possibilita di diffeziazione tra
le funzioni di sopravvivenza.

i infati —— Y | 24 <1[82.2-6a]

v Scegliendo urh e sorteggiandone I'assegnazione del segno col@obabilita.

1 h
W | a[§2.2-4] vale infatti: Yofua(y)+ uu(y)] = + _2y [82.2-4 bis] Non & quindi mai migliore del caso
2

1-y 1-h7y
lineare (si eguagliano solo alla nascita) ed edeiaéd un tasso di mortalita di ti#g esattamente quello di valgeéy; k

—2
= h y); naturalmente si trattera di #nattenuato rispetto all’'originalé:é compreso tra zero ed uno, quindi al quadrato
sara comunque inferiore, a parte i casi estwea® per i quali vi € uguaglianza. Diverso il ragionantwese ci si sposta
dal tasso istantaneo di morte alla speranza diAiteemo alloraesy(y) - Y2les(y)+ e(y)] =

—2 —2 2 —2

ﬂ 3-| 2+ 1__hz Y iz -y 1- 1__hz Y i (1_ y) h_zy [82.2-6.1] Piu agevole il raffronto
1-hy? 6 1-hy? 6 (1-hn"y?

con la proporzione in luogo della differenza assol{es(y)+ e,(y)] / [2 eom(Y)] =

—2 —2 2 —2 _ _

1, 1‘_h2 y |_3=2h Xz_h Y_1-h’y 1_2’ [§2.2-6.2]

3 1-hy? 3‘;[—h y2) 3L-hy?

M Ricorrendo all4§2.2-8] e alla[§2.2-4 bis]avremoI[ u(y: Flzy)]
}[1; Fiu 2}’” in(vptinf 12 )| In| (1-yN1-hv?

=g oV Y :e{ 2 ( ]L -e { ' }[§2.2-9a]

i Si noti che 14§2.2-9]non fa parte della famiglia di funzioni di sopraxanza paraboliche, pur derivandone; vi &
tuttavia coincidenza con la De Moivre (ter0.

~fule e
i Ricordo che in demografia kx)= I(O)e 0 [82.2-12]
X Sara quindb<g<l.

"Il casoh=0 & ovviamente escluso perché coincide con la Bierel

" Da: (1+ h)2 —4hg > 0 [§2.3-2ba]ricaviamo infatti:h?+(2-4g)h+1>0 [§2.3-2bb} anche qui dovremmo rispettare
alcune condizioni sh, che sono del tutto analoghe a quelle B e C ingpasg. Un determinante negativo ci andrebbe
invece benissimo, visto che si tratta di una diaegune di secondo grado del tipo “maggiore di zeradbn primo
coefficiente positivo: ed & proprio quello che @pita, dato che il determinante valég-16g=16g(g-1)§2.3-2bc]

mai positivo nelle nostre ipotesi (cfr. nota xliBel resto bastava un’occhiata 82.3-2bb]per vedere che il
polinomio inh non pud essere negativo dato il CdE di cui alla xbx: rispetto g tocca infatti il minimo peg=1,
valore in corrispondenza del qualg82.3-2bb] si riduce a(h-1>0 [§2.3-2bd]

" Contraddistinta dal segno positivo davanti al caldi nel[§2.3-2b}

i Si tratta delld§2.3-1ba] rinumerata per questioni formali. C'é perd un’omante differenza: prima del radicale
appare solo il segno meno, contrariamente a quarit@pparire dall’analisi precedente. In quelladpit segno meno
era stato scorporato dal denominatore, espregsonini dih. Qui invece ilk lo incorpora.
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' Come ci aspettiamo, questa eta & negativamenigatar ach:

Wi h(h+2g-1)—4/(1-h) +4gh

dh 2h2,/(1-h)* +4gh

abbiamo:h(h -1+ 29) < (1— h)— 2g < (1— h)2 + 4gh [82.3-1b.1a] bastera poi elevare al quadrato gli ultimi

due membri.
" Ancora secondo le previsioni, I'eta & stavoltaifp@amente correlata alt

Saai h(h+1-2g)—+/(1+h)? — 4gh
quadri _ (h+1-29)-(L+h)" - 4g < 0[§2.3-1e.1] Da qui arriviamo a:

dh 2h2\/(1+h)’ — 4gh
h(h+1-2g) < (1+ h)-2g <+/(1+h)* — 4gh [§2.3-1e.1a]
M E sufficiente prendere in considerazion{§a3-6a] derivandola rispetto gt

1++/(1- k)* + 4gk
o1, (1K) +4gk | _ 1 [§2.3-6a1]

ag| 2 2k (1-k)? + 4gk

M Se non nel caso della mediana, tralasciando aiegjienerig nullo od unitario); peg= % vale infatti %.

< 0[82.3-1b.1] La verifica si concentra sul numeratore, peudlg

Yii | a prima condizione porta alla disuguagliarzfl— h)” + 4gh > 2g — (1 h) [§2.3-9a] La seconda, quasi
identica, a:\/(l— h)2 +4gh > —[29 - (1— h)] [82.3-9b] Ambedue le disuguaglianze sono corrette neiilieit

parametrig edh, in quanto il radicale (che resta invariato, ed aanai negativo) non & mai inferiore in modulo al
secondo membro, che muta solo di segno nei dueQ@aadrando (servira solo quando il secondo mempiasiivo) e

confrontando abbiamo infatt(l— h)2 +4gh>4g°* + (1— h)2 - 4g(1— h) = g—-1<0[82.3-9ba}
' E questo anche il massimo valordg§#.3-10a] Se infatti calcoliamo il punto di annullamentdlaelerivata rispetto
1

Ja-h)*+4gh  +/@+h)? - 4gh
alla soluzioney = ¥2[82.3-10aa.1]

" Si noti che in questo caso particolare il rappeduivale alla differenza (abbiamo pertaf@®.3-10.b1] = [§2.3-
11.b1).

" In questo senso anche Livi Bacci, p.130, e la Tasla di mortalitéin WIKIPEDIA.

i Dal punto di vista dell'aggregato (popolazioneenerazione) il modello da valori certi: non sitmaguindi di valori
attesi, bensi di medie descrittive; lo stesso vauando misureremo la dispersione. E comunqueare@spressioni
come “probabilita di morte” o “probabilita di soprévenza” mantengono invece il loro valore stoaastperché
I'ottica & qui quella del singolo, in competiziooen gli altri per entrare (0 non entrare) in undgterminato
ammontare di decessi e — chiamiamole cosi — sopenze.

il per calcolare la media occorre una distribuziarpeababilita; qui e nel seguito facciamo I'ovvisotesi
dell’'uniformita: tutti gliy e tutti ik entrano con lo stesso peso nel calcolo di medaianza (anche se naturalmente i
sopravviventi(y;k) assumono valori differenti.

"V'In generaleT(x) rappresenta la somma degli anni da vivere pesi€me dei sopravvivenl(x), ovvero la

agdella[82.3-10a] otteniamo: [82.3-10aa] che con diversi passaggi porta

i I
retrocumulatal (x) = II (£)dé ; nel nostro caso val& (y) = %(1— y)*(3— k — 2ky)[§2.4.1-14] La speranza di
vita all’etax & la quota individuale del tempo complessiy®), ed € quindi per definizione data dal rapporto

e(x) = ) [§2.4.1-1b)

I(x)
|va Evito qui il termine “media” per chiarezza, giaéctiamo studiando il comportamento di medie.
i Oltre all'ipotesid>0, dovra naturalmente essere ($id)>0 sia(t+5)<1: questo implica che in ogni caso debba essere
oo,
il E pit semplice rendercene conto partendo dalldassenma puntuale. Avremo: ¥if6)+ I(t+ 6)] = I(0)[k(t?>+5%)-
(1+k)t+1] =I(t)+l(0)k 6°[§2.4.1-2 bis-a] Questo succede perché e non si elidono nella somma quando elevati al
guadrato (mentre si elidono i doppi prodotti): ttiftla semisomma dei quadrati di due quantita rqunwale al quadrato
della media, bensi al quadrato della media piuddyato della semiampiezza dell'intervallo tra € dermini; nei
simboli fin qui usati{t-6)*+ (t+6)* = t*+52[§2.4.1-2 bis-b] Resta da vedere perctfésia diviso per tre nellgg2.4.1-2
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bis]; si tratta di un altro effetto dell’elevazioneculadrato. Nella semisomn§2.4.1-2 bis-ajabbiamo preso gli
estremi dell'intervallo: se aggiungiamo i termintérmedi, la media si avvicinera al valore centi@geperché i residui
al quadrato saranno sempre piu piccoli. Proviarfaitira fare la media delle semisomme puntualitpgri possibili

70+ k2 bix

valori di s nell'intervallo (t-6),(t+4); dovremo allora calcolare?

5 [82.4.1-2 bis-c] che come risultato

dr

0
da proprio 1d82.4.1-2 bis] che abbiamo cosi ottenuto con una sorta di metatiee stadi. Il 3 al denominatore
compare perché facciamo la media di una variabieiadrato, che si integra dividendo per tre ibvalal cubo (la

divisione con il denominatore fa poi retrocederautivo a 2 il valore dell’esponente).

il Ecco qualche risultato interessante, a comindarguello relativo ad una fascia di eta simmetrigaim centrata
sull'eta va:

r S t ) Mr,s [I(y)], Mt-3,t+6 [I(y)] Note
e |1-e |% Ya-g 3-N1-2=(1-¢)lk Per k positivo diminuisce con
1(0) L-2:(0-c) I'ampliarsi dell'intervallo,
6 viceversa nel case E infatti:
OE(s,k) k
———=1(0)=(1-2¢
X105 6-22)
0 |C {2 {2
£ 1ek 4I[ij+l(§)+l
+
1(0) k2———=¢ +1|=
e
S Y e
6
0 |1 % Y% 3—k Il valore piu interessante, perché
I(O)T corrisponde alla media generale
Ya | Ya % Ya
i 6—141k
[(0)———
0—;
0 |¥% Ya Ya _
2 I(O)g 2k
12
¥ |1 $Z) Ya —
2 I(O)3 2k
12

Ixix

Quando il centro dellintervallo di considerato (che indicherd ctrsia pari a zero, si tratta di un’estensione delle
semisomme di parametri simmetrici che abbiamo dperal §2.3.

" Infatti I(y,k) & di primo grado rispettoka

"4 Individuale, perché la trattazione & per eta; atennel caso di, in termini invece di frazione di vita massima
teorica nella nostra analisi basataysu

bl Cfr, Petrioli Berti, p.14.

bl Risultato atteso, dal momento che i decessi saadunzione di primo grado dell’eta.

% Che resta perd invisibile nel cagdn quanto unitaria. Si osservi che il risultatd duale stiamo parlando vale
invece per la De Moivre su qualsiasi arco temporale

Cfr. nota Ixxii.

bVt Cfr. Petrioli e Berti.

k L—Zky) [§2.4.3-1a]
y

i S ricordi che, ponendo uguale a zero la costdiitgegrazione, éj
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bl || risultato non & affatto ovvio, per via delldfitiolta di calcolo per il valor@=0. Si tenga presente allora che &

In(1-— wo -1
(non indico la costante di integrazion{): ( 5 )du - In(l— WU)— wln(u) [82.4.3-2a]
1% L

1 [1-vo 1-wo Y
{In(l U)Hnu#r—[— In(t-vo }vin(v)- In(l—wu)»wln(u)}}
Arriviamo cosi ai(y)=1(0). e - v o [§2.4.3-2b]

im  In(1-wo)
v—0 v

Inoltre = —W/{[82.4.3-2c](ci si pu0 arrivare sviluppando in Mc Laurin),iesti anche che i tre

In(l—y)+i{wy 1 n(1-wy)- V);lm(l vy)- W+V} (52.4.3-20]

% ponendo quindiv=-v= h. Pertanto, corh indichiamo ora gli estremi di presi in considerazione nel costruire la

media nelld82.4.3-1] e quindi nelld§2.4.3-2]
%ﬂ’L =>\1-h’y? [52.4.3-34]
y

n(l— hzyz)[§2.4.3-3b] Tenendo conto che

In(1+ ﬁy)— In(l—ﬁy)
hy
di uguale vale pen—0 oppurey—0, che ci porta a un b&k2: si noti che nell§82.4.3-3]h edy hanno lo stesso

comportamento, e si tenga present@4.3-2c] Siccome il membro di sinistra, che indico e¢b® crescente cam
(ody), dal momento che la sua derivata — indico quédf@etto da h, per I'altra basta scambiare le tidria é:

oo(hy) 2
oh  h{t-h?y?)
i B possibile il calcolo alternativo Var=Mi? (la varianza & data anche dal momento secondo ihguadrato della
t—-o&
[17(y)ay o
media), che nel nostro caso varrebbé———— {I (t)+ kg} [§2.5.1-1 bis]
oy
. t-o&
b Al quadrato, perché la proporzionalita correttaassullo scarto quadratico medio, radice quadtalia varianza.

bxil 3 meglio, allo scarto quadratico medio: cfr. rigsexii.
bxV Otteniamo:

O(k,t,5) = 4k2t2 — ak(L+ K +1i5k252 £ LK) = 4Ky, k)]+1i5k252 +(1-K)*[82.5.1-1b]

b Sara quindi=0 ey=1.
v Che &, a meno della costatf@):

;/2 ;/2 2 ;/2 ;/252 S25% ;/254 _
it Pz B3y 22252+—;/252+22+—+4z+1 2 -2 Z%5% + 252+ z+1t+ + +-
3 3 3 3 3 5 15

31
[§2.5.1-4.1] sull'intero intervallo vale percie— [40).
90

In(v) si elidono a vicenda; si arriva alloral@)=1(0). €

% Semplificando subito péf0)(1-y) perveniamo facilmente 2

Con\ﬂene a questo punto comparare i logaritmi:
(1+ hy)ln(1+ hy)— (1— hy)ln(l— hy)_1> EI
2hy 2

In (1— h2y2) =In (1+ Fly)+ In (1— Fly)[§2.4.3-3c] arriviamo a:

> 2[82.4.3-3d] Il segno

[§2.4.3-3da]

vl Alla potenza quarta appaiono solo quelli relaiVieta, perché questa compare al quadrato neitaifta dei
sopravviventi.
bl Rispetto alla variabile k, consideriamo i segripimto di vista meramente formale. NdB2.5.1-1a] infatti,

I'addendo— 4k(1+ k)t ha valore positivo pek negativo.
b 10 senso debole, ovvero non decrescente.
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** Dovendo trovare un carattere che cresca con I{g)aon va bene; i decessi cumuBty) valgono

y
Id(u)du = |(O)— I (y) = |(O)[(1+ k)y— ky2] [§2.6-1.1] Vanno poi rapportati al valore final1) (in quanto 1 &
0

31+ K)y? - 2ky?

I'eta finale), ottenendq(y)F [82.6-1.2] A questo punto possiamo costruire

3+Kk
1
[[p(y)-a(y)ldy
Ry =2 I [82.6-1a] ovep(y) =Yy (rappresenta in realta la frazione di eta cumudataaltri contesti ha
[ p(y)dy

0
formulazione diversa, cfr. [§2.6-2.1]in nota xcii) da cui otteniamo [§2.6-1]
! Si noti che la distribuzione meno sperequata sporide alla mortalita minore, quella del casti parametrd=-1.

xcil i — y_(t_§) — y-t+
WP e
i | numeratore riecheggia quello dg82.1-8} ed & riscrivibile comdl— kt) + k(1—t) [§2.6-2aa]

d(11-vy 2
xcwE_ . = — [§26'4a]'
dy[3 3- y] 3(3-y)

X! Sj ricordi chek & negativo nei casi rossi.
*¥' Se poniamd(k;y) = I(-k;w) [§2.7-2] possiamo scoprire a quale gta sopravviventi si pareggiano con quelli #el

opposto. Avremdky® — (1+ k)y+ kw? + (1— k)W = 0[82.7-2bis] da cui (completando con i due casi estremi):

0 [§2.6-2.1]

Caso k y*
generale | c[0]] 2 ~
1+k++(L+k) Zsk lw? + (1 K)w] §2.7-221
4 1 l1-V1-w? [82.7-2a1]
v 11 Jaw—w? [82.7-2a2]

Si pensi anche al §2.3, relativo all'eta mediarex (@ quale 1482.7-1b.bis]risulta pari ad ¥%). In particolare le formule
[§2.3-1(x] e[82.3-11x] possono indicare la sperequazione da ascriveksi al

** Non e un caso: la speranza di vita corrispondared sottesa alla curva detgii) dal puntoy a quello finale (1 nel
nostro caso), divisa p#ly) stesso: nel caso della speranza di vita alla @a&dinmediata la semplificazione colfd)

al denominatore. Sara dUHQLPZ(k; y)dy = T(k; r)—T(k; S) = I(k; r)- e(k; r)— | (k; S)- e(k; S) [82.7-1.d] e

analogamente per le altre integrazioni di soprantiv Si ricordi poi chéI'(O; k)+T(O;—k) = I(O) [82.7-1.d] ovvero
l'intera area del rettangolo (o quadrato, qualoroagal(0)=1).
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