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83 Relativita (generale)
83.1 L’ennesimo caso

La funzione a parabola che abbiamo commentateesipad alcune generalizzazioni. Le condizioni
da rispettare sono le quattro gia indicate allimidel 81: eta compresa tra 0 edulnel caso piu
generale), campo d’esistenza variabild(@aall'eta iniziale e 0 all'eta finale, andamento non
crescente.

L’'operazione di partenza € moltiplicd(8) per un fattore mai superiore ad 1 e non cresd@nte
pratica, decrescente fino a 0).

Un modo pratico di ottenere questo risultato € emaerte la struttura in tre fattori de]&l.0-5a]

poi rivista nella[§2.0-6a]°": “1>9(y) = 1(0)1- y)° (1 ky)*[§3.1-1} perché la curva scenda,
occorrera ch@ eq siano positivi; la trattazione matematica saraggéavole, se si trattera di numeri
naturali.

Dal momento che manteniamo il CdEkdche puo dunque variare nell'intervallo [-1,1]taa
parimenti necessario clpeq[83.1-1.1] Un caso particolarmente interessante & qpetia, dal
quale: "1 *P(y) = 1(0)1- y)°(1— ky)" [83.1-2], con i casi estremiPPy(y)= 1(0)1- y)*"[§3.1-2a] e
APP(y)= I(O)(l— yz”)[§3.1-2b1 Proprio per dare maggiore evidenza a questiesigémi, e per
prendere esplicitamente in considerazione la pihigsibhe questi siano caratterizzati da potenze

. . . T . n . . . .
dispari, possiamo sostituire la notazmmeon? il prezzo da pagare sara ammettere nei casi

dispari — un po’ meno maneggevoli — anche I'evezaeah fattori non interi nei casi intermedi.

Avremo, per riassumere:

Caso p q Kk A1P9(y)/ 1(0) note
Agenerale [>q |20 |<[0]] (1_ y)p(l_ky)q [§3.1-1bis.]
Mapg B I [1_ y] P+4183.1-1bis.a]
Ay " " 1 _
0 [ _y]p[1+ y]q[§3.1- vale (1_y2Jp[1+ y]p 9[83.1-
1bis.c] 1bis.c.bis]
A bilanciata|=q |=p | ” [(1_ y)(l—ky)]" [83.1- p=q= n
1bis.d] 2
A ” ”
4, 1 [1_y]” [§3.1-1bis.€]
DM, "7 o Ja—yp [83.1-1bis f]
7 R M [§3.1-1bis.g]

Si faccia attenzione alla funzione risultante dabnetrdk nullo (lo indichiamo come “casoM”
per analogia alle sezioni precedenti): non abbipmola lineare, bensi un elevamento a potenza di
quest&™. Abbastanza sorprendentemente, si tratta di umeidne affine a quello derivante Ha
massimo (il case, nei nostri termini): I'unica differenza e nellfsnente. In altre parole, una

funzione[l_ y]” potra derivare sia dal cafM 4y che da quell@ p.q=n.
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Si noti infine che :
IimOAIn(y) =1(0) [83.1-1.a]e lim *I_(y) = 0[83.1-1.b} piti in generalen & negativamente correlato

alla sopravvivenza
| decessi saranno quindi‘d = 1(0)*1 " *%*(y)[p(1- ky) + kq(1— y)][§3.1-2], che nel caso
p=q=1 diventa *d" = 1(0)* ”Z(y)g(u k — 2ky)[§3.1-2a]

Il tasso di mortalita assume una forma particolant@eccattivante (si intende dal punto di vista

meramente formale) % u pq(y) B k?( [§3.1-3f"; si tratta di una generalizzazione piuttosto
y

1-y 1-

immediata delld82.1-8 bis]
Una generalizzazione alternativa (la chiameremé B)°1"(y) =1(0)(1- y)% [§3.1-4]
+ Ky

D’ora in avanti prendero in considerazione cans®lo i numeri naturali, perché si prestano agli
sviluppi piu interessanti: non solo hanno derivaiatinua anche pdrpositivo, ma soprattutto si

n-1 X
trasformano direttamente in una sommatofid(y)=1(0)1- y)>_ (- ky)' [§3.1-4a]

i=0

Stavolta sara:

Caso k BI"(y)/ 1(0) note
B S [— 1,1] nt i . . n1._n = i1
(1-y)> (~ky) [83.1-4a.bis]|o: 1-(-k)"'y" @+ k)Y (-k)"y' [83.1-4a.ter]
i=0 i=1
BQ n 1 n+
1+(-y)" + 22( y)
[§3.1-4a.bis. a]
°DM , 0 1y [83.1-4a.bis.b] caso lineare per qualsias!
Y, -1 1" [§3.1-4a.bis.c]

La forma delld83.1-4a bis]rende particolarmente invitante calcolare il linpern che tende
all'infinito:

Caso k B (y)/ 1(0) note

. n - ; ; i ol

L'EQOBI (y) e[-u]| 1-y (§3.1-5] si ottiene anche come limite de]g8.4a.ter] pern—ow
1 ky

S8, 1
— [§3 1-5a]
1+

°DM ,, 0 |1y [§3.1 5b] caso lineare anche per

Y., -1 |1[83.1-5¢] nessuna mortalita sino gd1

Mentre le funzioni A e B non rettangolarizz&hoquesto succede invece fwa, e ®v,..

Se consideriama intero, possiamo ottenere la speranza di vita. i@@amo con la
1

retrocumulatdT "(y) = [ *1"(v)do ; utilizzando l§3.1-4a.ter] otteniamo:

o) =16] S0 2 Sk 2 tofo s e 2 (a2 -

= I+1 = i+2 oy i+1 n+1 y
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n-1 i1 ) n-1 n )
1(0)1- y){1+ @+k)> (-1 :(TLZ y +(=2) :+1Z y! } [§3.1-6]". La speranza di vita si ottiene
=0 =0

i=1

dividendo per i soprawiventi' spariranno dunguatiiore di scal&0) ed anchgl-y). Avremo

1+(1+k)2( )kllzy +(- )rl:n:lzn:yj

infatti: ®e"(y)= = = [83.1-7] Sinoti perd che il

n-1

> (—ky)

i=0
numeratore é ulteriormente divisibile f&ry), che dunque ostinatamente riappare:

wrds ey e Sy

Be"(y)=(1-y) — - [§3.1-7 bis] Torniamo

> (ky)

i=0
cosi alla configurazione spesso riemersa: un &tdoproporzionalita (usualmente alla vita residua)
moltiplicato per uno correttivo e, a volte, perfatiore di scald’.
La presenza del coefficienfé+k) comporta una notevole semplificazione nel cesoel quale si
elide; non troppo male neppure pemper il quale non solo questo fattore si ridu& ma
soprattutto si semplificano le sommatorie con I'ssione dek. Il caso piu semplice, oltre che di
regola piu utile, & quello della speranza di vita mascita, nel quale si annullano tutti i termimy
(esclusi eventualmente quelli alla potenza zertd¢neamo un risultato particolarmente suggestivo

ine.
Caso k Be (y)/(1-y) =(0)
generale € [— 1-1] LG T-i+L Nivi b w1 kNS Dy 2i+1 i n-1 n-1
(1+k)IOLi ’,-+z (—1n)1k }y f(—l) Eep LR 1+ k){;%(_l) K }(_1) n%lk
2 (k) §3.1-8]
[8§3.1-7ter]
B o 1 nl N =2 l i na N _
mz mzj I+1( 1) e (n_l)y 20:72 l) i1 [83.1-8a]
=0 J' N+l  [83.1-7.4]
;(—y)i
i TS 0 -y " [83.1-8]
o : [§3.1-7.b] n+1
(n + 1)2 y'

Ripetiamo poi il calcolo pen che tende all'infinito, sostituendo [[83.1-5] alla[83.1-4a]
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nella[83.1-6} partiamo dunque da

1+k
1+ K)In —k(-y)

tl-v k-In(l+kv)—ko | ( 1+ky
=1(0 dv=1(0 =1(0) 3.1-6.1] L
O o =10 P <1031 La

1+k
5T (y) (1+K)in N ~k(1-y)
speranza di vita sara quindie” (y) = BIT(;/) = (1+ky) kz(l—yy) [§3.1-7.1] Da qui:

generale | e[-11] Lo YK e y 1+ k)In(1+k)-k (53.1.8.1]
+Kky i k?
(1+ky) y) [83.1-7.1bis]""
® & 1 2In2-1[83.1-8.1a
i-i— Y|:2|n ( ):| [§3 1-7. laT"'" [ ]
-y
S -1 | 1y[83.1- 7.1b] 1°*[83.1-8.1b]

Possiamo poi vedere come si comporta la funziocendo la media pde per generalizzare la
[82.4.1-5a]poniamo:

1

[y, k)dk . . » | |

: ; S0 () %
B|n(y) = L —Y k'dk = 1(0)1- : = 1(0)1-
21n(y) . ~1(0)* 5 20y Il M-y = = 10K y); 1
[83.1-9], conm massimo numero intero inferiore[]a;—l; pern—o avremo invece:
&1 (y) = 1(0) 1Y j ~ 1012y In(Lky) | 101 2Y 1Y [83.1-9af. Sitratta

2 y o 2 l1-y

quindi di un ammontare dlfferente della pura meiacasi contrapposti, che vale

BIM=|(0)1_Ty_ni[(hY)i +(~hy) ]== (o)1~ y)z (h2 2) [§3.1-9.1] pern—w questa varrebbe

inveceBI°‘;.=I(O)1_y CH =1(0) 1- Y [83.1-9.1a] con il caso estremo
2 \1-hy 1+hy 1-h%y

1 "
B~ ,v=1(0)——[83.1-9.1a1%"".
o (>1+y[§ j

Interessante anche la generalizzazione ¢&Hdl-8 bis] pit complessa che nel cd§3.1-3]
| decessi valgono oréd(y) = | (o\lJr k—kn(-ky)"* +(kn-n-1-k)-ky)" +n

CR)™ (63.1-9)

1+ ky)®
che corrisponde &d(y)= I(O){ni (—ky) +k(@- y)nf (i +1)- ky)i} [§3.1-9.bisP™. L'incremento

tra una legge di gradorispetto a quella di grado inferiore € quindi:

ABd (y)="d] (y)-2d () = k(n—2)(- ky)" * + n(- ky)" *[§3.1-9.1]".
Dalla[83.19.bis](naturalmente con [&3.1-4a) possiamo costruire il tasso istantaneo:
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n-1 n-2 n-2 1 _
Cof ko yE D) Sy, | Sick) ek
B,U(y) _ =0 — i=0 _ N + k i=0 — - _ . + k 1+ =1 — -
- y)> (- ky) Y (~ky) Y (~ky)
i—0 i—0 i—0
1+k
§3.1-10] Pern—w sard inveces - (yy_ d+ky)®  1+k 1 K _83.1-11P
[ : H (y) 1-y (l— y)(1+ ky) l—y+1+ ky[ f
1+ ky

otteniamo quindi una formula curiosamente simitpialla relativa al caso = 2. | casi notevoli
saranno:

_Caso Kk 1" (y) ®u” (y)
5 n-1 n-1 2
* . ) oy iy —n(Cy)? |2y [83.0-114]
i + i=1 y i=1 1- y
1_ n-1 n-1 i
y (-y) v (-y)
i=0 i=0
[§3.1-104a]
DM 0 |1 [8§3.1-10.0] 1 [83.1-11.b]
1-y 1-y
B n-2 -
v 1 i1y 0[83.1-11.q]
1 = [§3.1-10.c]
l— y n-1 yi

83.2 |l calcolo del calco

Tutte le funzioni di sopravvivenza cenfinito posseggono una funzione complementare Jajuel
che nelle arti plastiche chiameremmo il calcoratta in altri termini della funzione che
rettangolarizza (per ricorrere all'espressione§®el). Adottando questo procedimento, che
consiste nell'invertire il senso dell'étd, possiamo ricavare un’ulteriore curva. Torno sastol
nell’ Appendice 3, limitandomi adesso ad analizzarella che deriva dal modello B, che varra
dunque nei casi interi (cui restringo l'analisi):

11010} 1- 3K ) 1532

i=0
Riprendendo le tabelle del 83.1, avremo:
Caso k BI"(y)/ 1(0) note
-B generale| e [- 1] nl o - 1-K"(1-y)"

1- Y, k'(l-y) [83.2-1.bis] 1-y [§3.2-1.terP™

'BQ n 1 n-1

1-y> (1-y) [83.2-1.bis.a]

DM, 0 |1ly [§3 2-1.bis.b] caso lineare per qualsiasi
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_B' n = 1 n-1

1-y> (1) (1-y)' [83. 2-1.bis.c]

i=0

Anche qui e interessante effettuare il calcololidgte pern che tende all'infinito:

Caso k B1"(y)/ 1(0) note
im®"(y) |el-u ( 1-k
e 1-y)———[83.2-2]

1-k{1-y)

“a ., 1 |0[83.2-2.bis.a] nessun sopravvivente ad alcuna eta
°DM ., 0 |1y [83.2-2.bis.b] caso lineare
Y., -1 —

217V 183 2.2 bis.q]

2-y

Costruiamo adesso la retrocumulata dei soprawifht
1

T(y)=10)f {1— UZ; k'(L-v) }du :9{(1— k)zn:—ki (1; R —(1; 1)11 ~k(1-k)1-y)|[83

y i=1
.2-3]; portando fuori parentesi quad@l-y), possiamo ancora una volta far riemergere latataut
basata sulla moltiplicazione tra eta residua efattorrettivd™:

BT (y) = |(o)1;ky{(1— k)nf K (_1_ y) +k" -y (1- k)} [§3.2-3.bisP*.

= i+1 n+1
E adesso semplice arrivare alla speranza di vita:

(- k){i K-y —1} K" (1n_:2

= 1+1

Cel(y)=0-v) e [83.2-4]
k{l— yy k'(2- y)'}
i=0
Possiamo calcolare adesso i casi rilevanti:
Caso k B (y) B (0)
enerale |e[-11] TR Y N1 Lil )
? (- k)zik _(1 Wy @) 1-Kk)> K- K 83.2-4.0)
(1_ y) -y i+1 n+1 = 1+1 n+1
n1 _
1-yYy K'(1-y)
. i=0
[83.2-4.bisP
BQ 1 _ n+1 1
a yn)l [§3.2-4.bis.a] o 832414
(n +1){1— y> (- y)'}
i=0
By -1 n1(_ 111 _ o) Y n1(_ ¥l ([ 1\t
ZZ( 1)_ (1 y) _i_(_l)n*l (1 y) Zi(.l) +( 1) [§3.2-4.1D]
(1 y\ Y 1+1 n+1 o 1+1 n+1
) n-1 ]
1-y> (-9 @-y)
i=0
[83.2-4.bis.b]
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Ripetiamo i calcoli pen che tende all'infinito. L§83.2-4] diventa:

(- k){niki(_l_y)iﬂ} k”w

o 1+1

e (y)=[1-y)lim [§3.2-5]che vale

" k{l— VoK y)i}

Per(y)= -yl 5 1+l [§3.2-5.bis] Ma iki 1-y) = : kl §3.2-5.a]
1-yS K (1-y) —k(1-y)
i=0
quindi, trasformando il denominatore e semplificande;’ (y) ( )i ( y) [83.2-
=1

5.b]. Si noti a questo punto che sviluppando in McLaperxe [0,1) abbiamo:ln(l— X) = —Zi

i1 |

[83.2-5.c]*": da qui avremo la tavola sottostante:

generale | e[-11] 1k lél_ 3)/) {InfL-k@- y)]+ k@~ y)}[83.2-5.ter] | - = k)[lnélz_ ) k] [§3.2-5.1]
* 1 1_3/y[(1 y)-Iny] [§3.2-5.ter.a] 0"[83.2-5.1a]
Ey T ﬁ[ln )] 2(1n2)[83.2-5.1b]
[8§3.2-4.ter.b]

Naturalmente esiste una via molto pit comoda pleotzae le retrocumulata, o le speranze di vita
(specie alla nascita): prendere quelle relativeaab B e calcolarne i complementi, secondo quanto
indicato nell’Appendice 3.

il Denomino A questo tipo di funzione; gli indjgiy (od n, che useremo pitl in 1a)kesono ovviamente sottintendibili
in molti casi.
** Sj tratta della formula di Achard, che traggo @wil(cfr. notaErrore. Il segnalibro non & definito).

() _Inf@-y)a-ky)] | u
on 2
ricordi che il logaritmo & negativo); nel caso g&nerale conviene porgghp, con 04<1, e calcolare:

%g;y) =[n@-y)+h-In@-ky)l-1*(piy) = '”{(1— y)é/l——ky} 1A(pry) 183112,

¢ Nel caso della distribuzione bilancigtag abbiamo n; y) [83.1-1.2](si

i Adottando la convenzione utilizzata per[3.1-1.2.1)varrebbey “*9(y) = p[li +%} [83.1-3.his]
-y 1=Ky
° Sj ricordi chen & qui un numero naturale.
1 _ n-1
Sii & infatti: lim {1+ K" (- y)" +@+Kk)> k(- y) } =1+ 0+%Iim > (—ky) =1+ %{ﬁ —1}
n—ow i—1 n—ow i—1 y

v Owvero per nessuno dei due modelli vigléy)+1_, (1—y)=1(0); si veda il §2.1.
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® Possiamo arrivarci anche daJ8.1-4], sviluppando il prodotto e tenendo conto del fatte

r-1 ) i+1
do=1(r)= k(”l){z -y % +(-2)" In(1+ ku)} + C[§3.1-6a] L'integrale appare core1,
i—0 +

v
J‘1+ku

In(l—:(rku) + C[§3.1-6a.1] Per fortuna (esiste,

n, n+1 (e anche 0, ma in quel caso conviene porretainente | (O) =

in matematica?) le espressioni contenenti il lagavisi elidono, e possiamo porre f*13(-1)7")(-1)'=(-1)".
" Naturalmente possiamo ottenere la speranza damithe come eta media alla morte meno I'eta gigiuata.
Mettendo i decessi tra parentesi quadra, avremmo:

Be(y) = ni _ j|:(1+ k)nif (i + 1)(— ku)i + n(— ku)nl}udu — Y[83.1-7 ter], che vale
A-yX k)

n-2 i+1 i+1 - n . n-1 i
) I G DI n+1( K™y -y (ky)
"ey) = = = = 0 [§3.1-7 ter.1]

> (ky)

i=0
Verificare I'equivalenza con Igg3.1-7] € un po’ macchinoso, anche se il denominatorinsine subito. Con qualche
piccolo aggiustamento partlamo allora da:

N N ,_<_n LSy <1+k>fzji#+l<—k>i Sy ey S k)

[83.1-7 ter. 2] che dlventa sempllflcando qualche sommatorlagﬁnea

1=(1+k) Z ) lz v+ ( Z yl - yz ' [83.1-7 ter.3]

Conviene molt|pI|care ambedue [ membn peyIIacendo cosi sparire le sommatorig, ia togliere il primo termine
all'ultima sommatoria, dalla quale estraiamo anahék):

1oy = R ey ) R ey )+ ke Y CR) Y -y v 1537 e

In pochi passaggi arriviamo cosi a:

n-1 . n-1 . .
1-y? =1+ k)z (k)™ —y@+ ky)z (k)Y +(- k)nfl(l n+l)[§3 1-7 ter.5] che nonostante le
apparenze confelr:rlna la nostra verifica; I\;; infattuto presente che

n-1 n-1 . .
y@+ky)>" (- k) y' Z( k) *y' > (k) y"*? = y* = (- k)" y"*[83.1-7 ter.6] mentre

i=1 i=1
) n-2 . on1 )
naturalmente(1+ k)z (k)™= Z(— k) — Z(— k) =1-(~k)"" [§3.1-7 ter.7]
i-1 i=0 i-1

i | 'espressione & indefinita pgunitario. Ma scindendo la parte logaritmica efoamandola secondo Taylor,

vediamo che il limite pey—1 vale:
y-1
1+ kK In(1+Kk)—| In(1+ k) + k—= |+ — k(1—
efima)- g+~ -ida-

. 1+ky 1+k B :
lim 1_){(1 +k)In—— Yy k(l—y)}_(1+k)ly|g} =y

= @+ k)mnl k- yl) y( y)_ (L+k)k—k)=0[83.1-7.1bis1]
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il Ripetendo I'operazione in questo caso particolare:

-1
Z{In 2 [In 2+ yﬂ +(1-y)
: : 2 . —(1- -
im 1Y) 2n—2__(1—y)| = 2lim _ im0V A=y) 21-1)=0
y—>11— y 1 y—1 1- y y—1 1- y

[§3.1-7.1al](questo perché l'azzeramento al numeratore preudle zero al denominatore).

°* Deriva immediatamente dall§3.1-7.1b} per ricavarla dall§§3.1-8.1] si tenga presente che

I!iml(lJr k)ln(1+ k) = Iirr}) xIn x = 0 (sirisolve faciimente con la formula di de I'Hég).

“L’'Integrale si calcola con la sostituzione 1+ky.
“ Per y=0 il valore va calcolato al limite, e rasistel(0), come deve (il logaritmo sviluppato in McLaurirle/ay).
! Si noti che i soprawviventi all'eta 1 (quella fispsarebbero ancora la meta del contingente Isjzitestinati quindi

1
a morire tutti insieme allo scoccare del fatale rapto. Bp”,, = 1— [83.1-9.1a2]
Ty

il | 5 prima formulazione & ottenuta d&f8.1-4] la seconda dallg3.1-4a] Quest'ultima & esprimibile, fra I'altro,

anche coméad(y) = I(O){ri (— ky)i + k(l— y)§ (i + 1)(— ky)i } [83.1-9.ter], o come

i=0 i=0

"d(y) = |(o){ S 141 ky) + kz (i +1)- ky) } 163.1.9.quate]

i=0

" Tale incremento sara positivo p(er ky)m2 [k(n —1) — kny] > 0[83.1-9.1a] Per (ky)"?< 0 (quindi se abbiamo

contemporaneamentedispari ek positivo) saré:k(n — 1) —kny<O0=n-1-ny<0=>y> n-1 [§3.1-9.1a.1]
n
Se invecen & pari &k positivo, avremo: k(n — 1)— kny>0=>n-1-ny>0= y< n-1 [83.1-9.1a.2] Se
n

n-1
infine n & pari &k negativo: k(n — 1)— kny>0=n-1-ny<0= y>—-[83.1-9.1a.3] tornando cosi
n

all'esito della[§3.1-9.1a.1] | decessi quindi tendono ad aumentare al crestiersempre piu a ridosso dell’eta finale
nei casi¢. In quelli%, abbiamo invece un’oscillazione maari e dispari.
v La[83.1-11]si pud anche ottenere come limite peso della[83.1-10}] deve infatti essere:

D N V)

4 k=0 [83.1-11.1] avremo allora:

(- ky)

B

) :I B, n —
w7 (y)=lim ® o (3/):>l_y+l+ky Ty

-

I
o

8

> (+1-k)

1+ ky: 1
1+ky

) . 2
di McLaurin di (1 1 )2 e Z(I +1)X' [83.1-11.1ab] o piu semplicemente ponen?fl—)2 = [Z xij [83.1-
—X —X i=0

1
(1+ky)

_ [83.1-11.1a] Bastera a questo punto notare che lo sviluppo

= (i +1)(-ky) =
i=0

i=0
11.1ab bis] sostituendo peikyadx. Lo stesso processo € proponibile per i casi wtitgvtabella.
“ Scambiandg con(1-y) — ovverox con(w-x) nel caso pili generale. In questo studio si matdgholtre il
parametrd per -1: cambiarne il segno assicura che se mamieaignificato originale (favorevole alla sopraxenza
se negativo, viceversa se positivo).
“" La formula vale anche pamon intero.
M Nell'integrazione aiuta il cambio di variabitek(1-v).
“™ 1l k & incluso nella risistemazione per meglio semyalif la formula. Si noti chiedeve pero diventaiel.
“* Un metodo alternativo per ottenerg88.2-3] e quello di ricavarla dal modello B, ricordandeneosi dividono le
strisce del rettangolo risultante dalla giustapgosie dei modelli complementari; in formula:
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BT (y) =1 (0)(1— y) - lBTfnk (O)— BT (1— y)] [§3.2-3.1] Naturalmente varra anche la:
5T (y) = 1(0)1- y)—| °T1 (0 °T" (1- y)|i§3.2-3.14]

4 |n questa versione della formula eliminé &l denominatore.
IN@-x) & x* _ »
= Z — [83.2-5.d] poi dovremmo sostituirg1-y) ax e sottrarre 1.
X = i

Cxxii

Il nostro caso sara quinei

il g veda la cix.
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83 Relativita (generale)
83.1 L’ennesimo caso

La funzione a parabola che abbiamo commentateesipad alcune generalizzazioni. Le condizioni
da rispettare sono le quattro gia indicate allimidel 81: eta compresa tra 0 edulnel caso piu
generale), campo d’esistenza variabild(@aall'eta iniziale e 0 all'eta finale, andamento non
crescente.

L’'operazione di partenza € moltiplicd(8) per un fattore mai superiore ad 1 e non cresd@nte
pratica, decrescente fino a 0).

Un modo pratico di ottenere questo risultato € emaerte la struttura in tre fattori de]&l.0-5a]

poi rivista nella[§2.0-6a]°": “1>9(y) = 1(0)1- y)° (1 ky)*[§3.1-1} perché la curva scenda,
occorrera ch@ eq siano positivi; la trattazione matematica saraggéavole, se si trattera di numeri
naturali.

Dal momento che manteniamo il CdEkdche puo dunque variare nell'intervallo [-1,1]taa
parimenti necessario clpeq[83.1-1.1] Un caso particolarmente interessante & qpetia, dal
quale: "1 *P(y) = 1(0)1- y)°(1— ky)" [83.1-2], con i casi estremiPPy(y)= 1(0)1- y)*"[§3.1-2a] e
APP(y)= I(O)(l— yz”)[§3.1-2b1 Proprio per dare maggiore evidenza a questiesigémi, e per
prendere esplicitamente in considerazione la pihigsibhe questi siano caratterizzati da potenze

. . . T . n . . . .
dispari, possiamo sostituire la notazmmeon? il prezzo da pagare sara ammettere nei casi

dispari — un po’ meno maneggevoli — anche I'evezaeah fattori non interi nei casi intermedi.

Avremo, per riassumere:

Caso p q Kk A1P9(y)/ 1(0) note
Agenerale [>q |20 |<[0]] (1_ y)p(l_ky)q [§3.1-1bis.]
Mapg B I [1_ y] P+4183.1-1bis.a]
Ay " " 1 _
0 [ _y]p[1+ y]q[§3.1- vale (1_y2Jp[1+ y]p 9[83.1-
1bis.c] 1bis.c.bis]
A bilanciata|=q |=p | ” [(1_ y)(l—ky)]" [83.1- p=q= n
1bis.d] 2
A ” ”
4, 1 [1_y]” [§3.1-1bis.€]
DM, "7 o Ja—yp [83.1-1bis f]
7 R M [§3.1-1bis.g]

Si faccia attenzione alla funzione risultante dabnetrdk nullo (lo indichiamo come “casoM”
per analogia alle sezioni precedenti): non abbipmola lineare, bensi un elevamento a potenza di
quest&™. Abbastanza sorprendentemente, si tratta di umeidne affine a quello derivante Ha
massimo (il case, nei nostri termini): I'unica differenza e nellfsnente. In altre parole, una

funzione[l_ y]” potra derivare sia dal cafM 4y che da quell@ p.q=n.
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Si noti infine che :
IimOAIn(y) =1(0) [83.1-1.a]e lim *I_(y) = 0[83.1-1.b} piti in generalen & negativamente correlato

alla sopravvivenza
| decessi saranno quindi‘d = 1(0)*1 " *%*(y)[p(1- ky) + kq(1— y)][§3.1-2], che nel caso
p=q=1 diventa *d" = 1(0)* ”Z(y)g(u k — 2ky)[§3.1-2a]

Il tasso di mortalita assume una forma particolant@eccattivante (si intende dal punto di vista

meramente formale) % u pq(y) B k?( [§3.1-3f"; si tratta di una generalizzazione piuttosto
y

1-y 1-

immediata delld82.1-8 bis]
Una generalizzazione alternativa (la chiameremé B)°1"(y) =1(0)(1- y)% [§3.1-4]
+ Ky

D’ora in avanti prendero in considerazione cans®lo i numeri naturali, perché si prestano agli
sviluppi piu interessanti: non solo hanno derivaiatinua anche pdrpositivo, ma soprattutto si

n-1 X
trasformano direttamente in una sommatofid(y)=1(0)1- y)>_ (- ky)' [§3.1-4a]

i=0

Stavolta sara:

Caso k BI"(y)/ 1(0) note
B S [— 1,1] nt i . . n1._n = i1
(1-y)> (~ky) [83.1-4a.bis]|o: 1-(-k)"'y" @+ k)Y (-k)"y' [83.1-4a.ter]
i=0 i=1
BQ n 1 n+
1+(-y)" + 22( y)
[§3.1-4a.bis. a]
°DM , 0 1y [83.1-4a.bis.b] caso lineare per qualsias!
Y, -1 1" [§3.1-4a.bis.c]

La forma delld83.1-4a bis]rende particolarmente invitante calcolare il linpern che tende
all'infinito:

Caso k B (y)/ 1(0) note

. n - ; ; i ol

L'EQOBI (y) e[-u]| 1-y (§3.1-5] si ottiene anche come limite de]g8.4a.ter] pern—ow
1 ky

S8, 1
— [§3 1-5a]
1+

°DM ,, 0 |1y [§3.1 5b] caso lineare anche per

Y., -1 |1[83.1-5¢] nessuna mortalita sino gd1

Mentre le funzioni A e B non rettangolarizz&hoquesto succede invece fwa, e ®v,..

Se consideriama intero, possiamo ottenere la speranza di vita. i@@amo con la
1

retrocumulatdT "(y) = [ *1"(v)do ; utilizzando l§3.1-4a.ter] otteniamo:

o) =16] S0 2 Sk 2 tofo s e 2 (a2 -

= I+1 = i+2 oy i+1 n+1 y
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n-1 i1 ) n-1 n )
1(0)1- y){1+ @+k)> (-1 :(TLZ y +(=2) :+1Z y! } [§3.1-6]". La speranza di vita si ottiene
=0 =0

i=1

dividendo per i soprawiventi' spariranno dunguatiiore di scal&0) ed anchgl-y). Avremo

1+(1+k)2( )kllzy +(- )rl:n:lzn:yj

infatti: ®e"(y)= = = [83.1-7] Sinoti perd che il

n-1

> (—ky)

i=0
numeratore é ulteriormente divisibile f&ry), che dunque ostinatamente riappare:

wrds ey e Sy

Be"(y)=(1-y) — - [§3.1-7 bis] Torniamo

> (ky)

i=0
cosi alla configurazione spesso riemersa: un &tdoproporzionalita (usualmente alla vita residua)
moltiplicato per uno correttivo e, a volte, perfatiore di scald’.
La presenza del coefficienfé+k) comporta una notevole semplificazione nel cesoel quale si
elide; non troppo male neppure pemper il quale non solo questo fattore si ridu& ma
soprattutto si semplificano le sommatorie con I'ssione dek. Il caso piu semplice, oltre che di
regola piu utile, & quello della speranza di vita mascita, nel quale si annullano tutti i termimy
(esclusi eventualmente quelli alla potenza zertd¢neamo un risultato particolarmente suggestivo

ine.
Caso k Be (y)/(1-y) =(0)
generale € [— 1-1] LG T-i+L Nivi b w1 kNS Dy 2i+1 i n-1 n-1
(1+k)IOLi ’,-+z (—1n)1k }y f(—l) Eep LR 1+ k){;%(_l) K }(_1) n%lk
2 (k) §3.1-8]
[8§3.1-7ter]
B o 1 nl N =2 l i na N _
mz mzj I+1( 1) e (n_l)y 20:72 l) i1 [83.1-8a]
=0 J' N+l  [83.1-7.4]
;(—y)i
i TS 0 -y " [83.1-8]
o : [§3.1-7.b] n+1
(n + 1)2 y'

Ripetiamo poi il calcolo pen che tende all'infinito, sostituendo [[83.1-5] alla[83.1-4a]
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nella[83.1-6} partiamo dunque da

1+k
1+ K)In —k(-y)

tl-v k-In(l+kv)—ko | ( 1+ky
=1(0 dv=1(0 =1(0) 3.1-6.1] L
O o =10 P <1031 La

1+k
5T (y) (1+K)in N ~k(1-y)
speranza di vita sara quindie” (y) = BIT(;/) = (1+ky) kz(l—yy) [§3.1-7.1] Da qui:

generale | e[-11] Lo YK e y 1+ k)In(1+k)-k (53.1.8.1]
+Kky i k?
(1+ky) y) [83.1-7.1bis]""
® & 1 2In2-1[83.1-8.1a
i-i— Y|:2|n ( ):| [§3 1-7. laT"'" [ ]
-y
S -1 | 1y[83.1- 7.1b] 1°*[83.1-8.1b]

Possiamo poi vedere come si comporta la funziocendo la media pde per generalizzare la
[82.4.1-5a]poniamo:

1

[y, k)dk . . » | |

: ; S0 () %
B|n(y) = L —Y k'dk = 1(0)1- : = 1(0)1-
21n(y) . ~1(0)* 5 20y Il M-y = = 10K y); 1
[83.1-9], conm massimo numero intero inferiore[]a;—l; pern—o avremo invece:
&1 (y) = 1(0) 1Y j ~ 1012y In(Lky) | 101 2Y 1Y [83.1-9af. Sitratta

2 y o 2 l1-y

quindi di un ammontare dlfferente della pura meiacasi contrapposti, che vale

BIM=|(0)1_Ty_ni[(hY)i +(~hy) ]== (o)1~ y)z (h2 2) [§3.1-9.1] pern—w questa varrebbe

inveceBI°‘;.=I(O)1_y CH =1(0) 1- Y [83.1-9.1a] con il caso estremo
2 \1-hy 1+hy 1-h%y

1 "
B~ ,v=1(0)——[83.1-9.1a1%"".
o (>1+y[§ j

Interessante anche la generalizzazione ¢&Hdl-8 bis] pit complessa che nel cd§3.1-3]
| decessi valgono oréd(y) = | (o\lJr k—kn(-ky)"* +(kn-n-1-k)-ky)" +n

CR)™ (63.1-9)

1+ ky)®
che corrisponde &d(y)= I(O){ni (—ky) +k(@- y)nf (i +1)- ky)i} [§3.1-9.bisP™. L'incremento

tra una legge di gradorispetto a quella di grado inferiore € quindi:

ABd (y)="d] (y)-2d () = k(n—2)(- ky)" * + n(- ky)" *[§3.1-9.1]".
Dalla[83.19.bis](naturalmente con [&3.1-4a) possiamo costruire il tasso istantaneo:
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n-1 n-2 n-2 1 _
Cof ko yE D) Sy, | Sick) ek
B,U(y) _ =0 — i=0 _ N + k i=0 — - _ . + k 1+ =1 — -
- y)> (- ky) Y (~ky) Y (~ky)
i—0 i—0 i—0
1+k
§3.1-10] Pern—w sard inveces - (yy_ d+ky)®  1+k 1 K _83.1-11P
[ : H (y) 1-y (l— y)(1+ ky) l—y+1+ ky[ f
1+ ky

otteniamo quindi una formula curiosamente simitpialla relativa al caso = 2. | casi notevoli
saranno:

_Caso Kk 1" (y) ®u” (y)
5 n-1 n-1 2
* . ) oy iy —n(Cy)? |2y [83.0-114]
i + i=1 y i=1 1- y
1_ n-1 n-1 i
y (-y) v (-y)
i=0 i=0
[§3.1-104a]
DM 0 |1 [8§3.1-10.0] 1 [83.1-11.b]
1-y 1-y
B n-2 -
v 1 i1y 0[83.1-11.q]
1 = [§3.1-10.c]
l— y n-1 yi

83.2 |l calcolo del calco

Tutte le funzioni di sopravvivenza cenfinito posseggono una funzione complementare Jajuel
che nelle arti plastiche chiameremmo il calcoratta in altri termini della funzione che
rettangolarizza (per ricorrere all'espressione§®el). Adottando questo procedimento, che
consiste nell'invertire il senso dell'étd, possiamo ricavare un’ulteriore curva. Torno sastol
nell’ Appendice 3, limitandomi adesso ad analizzarella che deriva dal modello B, che varra
dunque nei casi interi (cui restringo l'analisi):

11010} 1- 3K ) 1532

i=0
Riprendendo le tabelle del 83.1, avremo:
Caso k BI"(y)/ 1(0) note
-B generale| e [- 1] nl o - 1-K"(1-y)"

1- Y, k'(l-y) [83.2-1.bis] 1-y [§3.2-1.terP™

'BQ n 1 n-1

1-y> (1-y) [83.2-1.bis.a]

DM, 0 |1ly [§3 2-1.bis.b] caso lineare per qualsiasi
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_B' n = 1 n-1

1-y> (1) (1-y)' [83. 2-1.bis.c]

i=0

Anche qui e interessante effettuare il calcololidgte pern che tende all'infinito:

Caso k B1"(y)/ 1(0) note
im®"(y) |el-u ( 1-k
e 1-y)———[83.2-2]

1-k{1-y)

“a ., 1 |0[83.2-2.bis.a] nessun sopravvivente ad alcuna eta
°DM ., 0 |1y [83.2-2.bis.b] caso lineare
Y., -1 —

217V 183 2.2 bis.q]

2-y

Costruiamo adesso la retrocumulata dei soprawifht
1

T(y)=10)f {1— UZ; k'(L-v) }du :9{(1— k)zn:—ki (1; R —(1; 1)11 ~k(1-k)1-y)|[83

y i=1
.2-3]; portando fuori parentesi quad@l-y), possiamo ancora una volta far riemergere latataut
basata sulla moltiplicazione tra eta residua efattorrettivd™:

BT (y) = |(o)1;ky{(1— k)nf K (_1_ y) +k" -y (1- k)} [§3.2-3.bisP*.

= i+1 n+1
E adesso semplice arrivare alla speranza di vita:

(- k){i K-y —1} K" (1n_:2

= 1+1

Cel(y)=0-v) e [83.2-4]
k{l— yy k'(2- y)'}
i=0
Possiamo calcolare adesso i casi rilevanti:
Caso k B (y) B (0)
enerale |e[-11] TR Y N1 Lil )
? (- k)zik _(1 Wy @) 1-Kk)> K- K 83.2-4.0)
(1_ y) -y i+1 n+1 = 1+1 n+1
n1 _
1-yYy K'(1-y)
. i=0
[83.2-4.bisP
BQ 1 _ n+1 1
a yn)l [§3.2-4.bis.a] o 832414
(n +1){1— y> (- y)'}
i=0
By -1 n1(_ 111 _ o) Y n1(_ ¥l ([ 1\t
ZZ( 1)_ (1 y) _i_(_l)n*l (1 y) Zi(.l) +( 1) [§3.2-4.1D]
(1 y\ Y 1+1 n+1 o 1+1 n+1
) n-1 ]
1-y> (-9 @-y)
i=0
[83.2-4.bis.b]
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Ripetiamo i calcoli pen che tende all'infinito. L§83.2-4] diventa:

(- k){niki(_l_y)iﬂ} k”w

o 1+1

e (y)=[1-y)lim [§3.2-5]che vale

" k{l— VoK y)i}

Per(y)= -yl 5 1+l [§3.2-5.bis] Ma iki 1-y) = : kl §3.2-5.a]
1-yS K (1-y) —k(1-y)
i=0
quindi, trasformando il denominatore e semplificande;’ (y) ( )i ( y) [83.2-
=1

5.b]. Si noti a questo punto che sviluppando in McLaperxe [0,1) abbiamo:ln(l— X) = —Zi

i1 |

[83.2-5.c]*": da qui avremo la tavola sottostante:

generale | e[-11] 1k lél_ 3)/) {InfL-k@- y)]+ k@~ y)}[83.2-5.ter] | - = k)[lnélz_ ) k] [§3.2-5.1]
* 1 1_3/y[(1 y)-Iny] [§3.2-5.ter.a] 0"[83.2-5.1a]
Ey T ﬁ[ln )] 2(1n2)[83.2-5.1b]
[8§3.2-4.ter.b]

Naturalmente esiste una via molto pit comoda pleotzae le retrocumulata, o le speranze di vita
(specie alla nascita): prendere quelle relativeaab B e calcolarne i complementi, secondo quanto
indicato nell’Appendice 3.

il Denomino A questo tipo di funzione; gli indjgiy (od n, che useremo pitl in 1a)kesono ovviamente sottintendibili
in molti casi.
** Sj tratta della formula di Achard, che traggo @wil(cfr. notaErrore. Il segnalibro non & definito).

() _Inf@-y)a-ky)] | u
on 2
ricordi che il logaritmo & negativo); nel caso g&nerale conviene porgghp, con 04<1, e calcolare:

%g;y) =[n@-y)+h-In@-ky)l-1*(piy) = '”{(1— y)é/l——ky} 1A(pry) 183112,

¢ Nel caso della distribuzione bilancigtag abbiamo n; y) [83.1-1.2](si

i Adottando la convenzione utilizzata per[3.1-1.2.1)varrebbey “*9(y) = p[li +%} [83.1-3.his]
-y 1=Ky
° Sj ricordi chen & qui un numero naturale.
1 _ n-1
Sii & infatti: lim {1+ K" (- y)" +@+Kk)> k(- y) } =1+ 0+%Iim > (—ky) =1+ %{ﬁ —1}
n—ow i—1 n—ow i—1 y

v Owvero per nessuno dei due modelli vigléy)+1_, (1—y)=1(0); si veda il §2.1.
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® Possiamo arrivarci anche daJ8.1-4], sviluppando il prodotto e tenendo conto del fatte

r-1 ) i+1
do=1(r)= k(”l){z -y % +(-2)" In(1+ ku)} + C[§3.1-6a] L'integrale appare core1,
i—0 +

v
J‘1+ku

In(l—:(rku) + C[§3.1-6a.1] Per fortuna (esiste,

n, n+1 (e anche 0, ma in quel caso conviene porretainente | (O) =

in matematica?) le espressioni contenenti il lagavisi elidono, e possiamo porre f*13(-1)7")(-1)'=(-1)".
" Naturalmente possiamo ottenere la speranza damithe come eta media alla morte meno I'eta gigiuata.
Mettendo i decessi tra parentesi quadra, avremmo:

Be(y) = ni _ j|:(1+ k)nif (i + 1)(— ku)i + n(— ku)nl}udu — Y[83.1-7 ter], che vale
A-yX k)

n-2 i+1 i+1 - n . n-1 i
) I G DI n+1( K™y -y (ky)
"ey) = = = = 0 [§3.1-7 ter.1]

> (ky)

i=0
Verificare I'equivalenza con Igg3.1-7] € un po’ macchinoso, anche se il denominatorinsine subito. Con qualche
piccolo aggiustamento partlamo allora da:

N N ,_<_n LSy <1+k>fzji#+l<—k>i Sy ey S k)

[83.1-7 ter. 2] che dlventa sempllflcando qualche sommatorlagﬁnea

1=(1+k) Z ) lz v+ ( Z yl - yz ' [83.1-7 ter.3]

Conviene molt|pI|care ambedue [ membn peyIIacendo cosi sparire le sommatorig, ia togliere il primo termine
all'ultima sommatoria, dalla quale estraiamo anahék):

1oy = R ey ) R ey )+ ke Y CR) Y -y v 1537 e

In pochi passaggi arriviamo cosi a:

n-1 . n-1 . .
1-y? =1+ k)z (k)™ —y@+ ky)z (k)Y +(- k)nfl(l n+l)[§3 1-7 ter.5] che nonostante le
apparenze confelr:rlna la nostra verifica; I\;; infattuto presente che

n-1 n-1 . .
y@+ky)>" (- k) y' Z( k) *y' > (k) y"*? = y* = (- k)" y"*[83.1-7 ter.6] mentre

i=1 i=1
) n-2 . on1 )
naturalmente(1+ k)z (k)™= Z(— k) — Z(— k) =1-(~k)"" [§3.1-7 ter.7]
i-1 i=0 i-1

i | 'espressione & indefinita pgunitario. Ma scindendo la parte logaritmica efoamandola secondo Taylor,

vediamo che il limite pey—1 vale:
y-1
1+ kK In(1+Kk)—| In(1+ k) + k—= |+ — k(1—
efima)- g+~ -ida-

. 1+ky 1+k B :
lim 1_){(1 +k)In—— Yy k(l—y)}_(1+k)ly|g} =y

= @+ k)mnl k- yl) y( y)_ (L+k)k—k)=0[83.1-7.1bis1]
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il Ripetendo I'operazione in questo caso particolare:

-1
Z{In 2 [In 2+ yﬂ +(1-y)
: : 2 . —(1- -
im 1Y) 2n—2__(1—y)| = 2lim _ im0V A=y) 21-1)=0
y—>11— y 1 y—1 1- y y—1 1- y

[§3.1-7.1al](questo perché l'azzeramento al numeratore preudle zero al denominatore).

°* Deriva immediatamente dall§3.1-7.1b} per ricavarla dall§§3.1-8.1] si tenga presente che

I!iml(lJr k)ln(1+ k) = Iirr}) xIn x = 0 (sirisolve faciimente con la formula di de I'Hég).

“L’'Integrale si calcola con la sostituzione 1+ky.
“ Per y=0 il valore va calcolato al limite, e rasistel(0), come deve (il logaritmo sviluppato in McLaurirle/ay).
! Si noti che i soprawviventi all'eta 1 (quella fispsarebbero ancora la meta del contingente Isjzitestinati quindi

1
a morire tutti insieme allo scoccare del fatale rapto. Bp”,, = 1— [83.1-9.1a2]
Ty

il | 5 prima formulazione & ottenuta d&f8.1-4] la seconda dallg3.1-4a] Quest'ultima & esprimibile, fra I'altro,

anche coméad(y) = I(O){ri (— ky)i + k(l— y)§ (i + 1)(— ky)i } [83.1-9.ter], o come

i=0 i=0

"d(y) = |(o){ S 141 ky) + kz (i +1)- ky) } 163.1.9.quate]

i=0

" Tale incremento sara positivo p(er ky)m2 [k(n —1) — kny] > 0[83.1-9.1a] Per (ky)"?< 0 (quindi se abbiamo

contemporaneamentedispari ek positivo) saré:k(n — 1) —kny<O0=n-1-ny<0=>y> n-1 [§3.1-9.1a.1]
n
Se invecen & pari &k positivo, avremo: k(n — 1)— kny>0=>n-1-ny>0= y< n-1 [83.1-9.1a.2] Se
n

n-1
infine n & pari &k negativo: k(n — 1)— kny>0=n-1-ny<0= y>—-[83.1-9.1a.3] tornando cosi
n

all'esito della[§3.1-9.1a.1] | decessi quindi tendono ad aumentare al crestiersempre piu a ridosso dell’eta finale
nei casi¢. In quelli%, abbiamo invece un’oscillazione maari e dispari.
v La[83.1-11]si pud anche ottenere come limite peso della[83.1-10}] deve infatti essere:

D N V)

4 k=0 [83.1-11.1] avremo allora:

(- ky)

B

) :I B, n —
w7 (y)=lim ® o (3/):>l_y+l+ky Ty

-

I
o

8

> (+1-k)

1+ ky: 1
1+ky

) . 2
di McLaurin di (1 1 )2 e Z(I +1)X' [83.1-11.1ab] o piu semplicemente ponen?fl—)2 = [Z xij [83.1-
—X —X i=0

1
(1+ky)

_ [83.1-11.1a] Bastera a questo punto notare che lo sviluppo

= (i +1)(-ky) =
i=0

i=0
11.1ab bis] sostituendo peikyadx. Lo stesso processo € proponibile per i casi wtitgvtabella.
“ Scambiandg con(1-y) — ovverox con(w-x) nel caso pili generale. In questo studio si matdgholtre il
parametrd per -1: cambiarne il segno assicura che se mamieaignificato originale (favorevole alla sopraxenza
se negativo, viceversa se positivo).
“" La formula vale anche pamon intero.
M Nell'integrazione aiuta il cambio di variabitek(1-v).
“™ 1l k & incluso nella risistemazione per meglio semyalif la formula. Si noti chiedeve pero diventaiel.
“* Un metodo alternativo per ottenerg88.2-3] e quello di ricavarla dal modello B, ricordandeneosi dividono le
strisce del rettangolo risultante dalla giustapgosie dei modelli complementari; in formula:
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BT (y) =1 (0)(1— y) - lBTfnk (O)— BT (1— y)] [§3.2-3.1] Naturalmente varra anche la:
5T (y) = 1(0)1- y)—| °T1 (0 °T" (1- y)|i§3.2-3.14]

4 |n questa versione della formula eliminé &l denominatore.
IN@-x) & x* _ »
= Z — [83.2-5.d] poi dovremmo sostituirg1-y) ax e sottrarre 1.
X = i

Cxxii

Il nostro caso sara quinei

il g veda la cix.
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